Elementy logiky

- praca (v mat.) so subormi objektov, podla mohutnosti : kone¢né, velké, nekonecné
- objekty su idealizované a abstraktné
o Ciselné mnoziny
o relacie
o zobrazenia
o rbzne mnoziny
- v matematike dokazujeme - zakladna metdda je dokaz
o existencné ulohy
= dokazat existenciu objektov s danymi vlastnostami
o enumeracné ulohy - (vycislitelné)
= kolko takych objektov existuje - ak dokaZzeme platnost toho objektu
o algoritmické ulohy
= najst procedlru alebo skonstruovat tieto objekty
o optimaliza¢né ulohy
= najst optimalny postup na generovanie objektov

Matematicky db6kaz je deduktivny t.j. vychadza z pravdivych tvrdeni (tie ktoré sme predtym
dokazali) alebo z tvrdeni ktoré sa povazuju za pravdivé a vedie pouzitim vyluc¢ne logickych
pravidiel k tvrdeniu ktoré je nutne pravdivé (za vsetkych okolnosti pravdivé)

Vyroky

- vyrok je tvrdenie o ktorého pravdivosti alebo nepravdivosti ma zmysel uvazovat
- ma gramaticky tvar oznamovacej vety

- je bud pravdivy alebo nepravdivy (princip dvojhodnotovosti)

- vyrok neméze byt stiéastne pravdivy i nepravdivy (zdkon o vyliéeni sporu)

- plati prave jedna z tychto moznosti (zakon vylucenia tretieho)

- pravdivostna hodnota : ,pravdivy"=1, ,nepravdivy"=0

Tvrdenie ¢i vyrok nadobuida pravdivostnl hodnotu (Ci je vyrok alebo nie) zalezi na tom ako
akym spdsobom urcime pravdivostnu hodnotu z hladiska vyrokového poctu a nezalezi na tom
¢i vbbec vieme urdit pravdivostn( hodnotu.

1. V 2015 ludia pristan( na Marse.

2. Kazdé parne Cislo vadésie vieme vyjadrit v tvare suétu dvoch prvocisel.

Znacenie

a, b,cd

P,q,r,s

indexovanie

h(a) - pravdivostna hodnota vyroku
h(a)=1 alebo h(a)=0 - valuacia

Spojky
- pomocou spojok tvorime zlozené vyroky
- NEGACIA - qa,a’,nona
o popretie skutoc¢nosti vyroku a
- KONJUNKCIA - aA b ,a sucasne b"
o konjunkcia zlozeného vyroku je pravdiva ak a,b su pravdivé
- DISJUNKCIA - av b ,aalebo b"
o disjunkcia zlozeného vyroku je pravdiva ak aspon jeden z vyrokov je pravdivy



- IMPLIKACIA - a = b ,ak a, tak b" ,z a vyplyva b" ,a implikuje b"
o implikacia zlozeného vyroku je nepravdiva ak z pravdy vyplyva nepravda
- EKVIVALENCIA - a & b ,a vtedy a len vtedy ak b" ,a je ekvivalentné s b"
o ekvivalencia zlozeného vyroku je pravdiva ak a,b nadobudaju rovnaké
pravdivostné hodnoty
- SHAFFER ,T™ NAND
o (aTb)=-(anb)
- PIERCE (LUKASIEWITZ) 4" NOR
o (alb)=-(avb)
- EXCLUSSIVE OR ,@" XOR
o (a®b)=(aanqb)v(yanb)
o alternativa
Vyrok a
- h(a) - pravdivostna hodnota a
- aje zlozeny prvok a pre lubovolnd kombinaciu pravdivostnych hodn6t vyrokov
z ktorych sa a sklada, potom ak h(a) je identicky rovna
o 1 vyrok sa nazyva tautologia
o 0 vyrok sa nazyva kontradikcia
- splnitel'nost vyroku a - aje zloZzeny vyrok, ak pre aspori jednu kombindciu
pravdivostnych hodnét vyrokov z ktorych sa vyrok sklada je h(a)=1
2. komutativnost

(@anb)=(bra) 3. asociativnost

1.idempotentnost

(arna)=a avb)=(bva) (@n(bac)=(@nb)ac)
(ava)=a (a=b)=(b=a) @v(pve)=(avb)ve)
4. distributivne zakony 5. absorbcne zakony 6. z4kon dvoiitel negacie
(av(bac)=(avb)alavec) (@an(bva)=a Coa)es JeInes
(@n(bve)=(anb)vianc) (av(bra))=a T

. . : , , 9. de Morganove zakony
7.zakon vylucenia tretieho 8. zakon vylucenia sporu (a b)=( 5 b)
(@av—a)=1 —~(ar—a)=1 TeAmEImE Y

—|(a A\ b) = (—|a A —|b)

10. kontrapozicia negacie 11.redukcia ad absurdum
(~a——b)=(b—>a) (~a—>a)=a

Vyrokové formy

- formalne vyrazy (formuly) ktoré obsahuji napr. x a maju td vlastnost Ze ak za x
dosadime vhodny objekt dostavame vyrok - vyrokové funkcie alebo vyrokové formy
- ku kazdej vyrokovej forme existuje mnozZina M prvkov také Ze jej prvky ma zmysel do
vyrokovej formy dosadzovat
-z vyrokovej formy dostavame vyroky dosadzovanim vhodnych objektov, nieje to vsak
jediny spoOsob dostavania vyroku a(x),M - ucime(kvantifikujeme) pre kolko(aké
mnozstvo) objektov z M dostdvame z a(x) pravdivy vyrok
- Kvantifikovanie - urc¢ime, pre kolko (pre aké mnozstvo) dostaneme pravdivy vyrok
Lexistuje" - 3 - existen¢ny(maly) kvantifikator
.pre vsetky" - V - vSeobecny(velky kvantifikator)
mobzeme spajat pomocou bindrnych spojok
negovanie kvantifikovanych vyrokov - a(x) je lubovolna vyrokova forma
= 1@ a(x)=(vx)(7 a(x))
- 1 (vx a(x)=(3x)(7 a(x))

@)
@)
)
O



Matematické dékazy

matematika je vybudovana ako exaktna veda - deduktivna

zakladné pojmy (spravidla ich) nedefinujeme - su intuitivne jasné napr. bod, priamka,
rovina

pomocou zakladnych pojmov definujeme dalSie, ktoré sa vyskytuju v teorii - pojmy ako
trojuholnik, stvoruholnik

niekolko zakladnych vlastnosti(pojmov) pokladdme za axidmy, reSpektujeme ich
pravdivost bez dokazov

budovat matematické tedrie znamena dokazat nové tvrdenia o vlastnostiach zdkladnych
pojmov a novo definovanych pojmov

Postup :

o vyslovujeme hypotézu - t.j. vyrok, ktorého pravdivostna hodnotu nepozname,
dokazeme alebo vyvratime hypotézy(urc¢ime pravdivostnd hodnotu)

o doékazom tvrdenia T rozumieme postupnost logickych Gvah, ktoré ukazuju, ze
tvrdenie T (jeho platnost) vyplyva z platnosti prijatych axiém a z platnosti
tvrdeni ktoré sme odvodili predtym

o deduktivnost - vyroky matematickej tedrie vyplyvaju z toho, Ze ak nejaké
nové tvrdenie chceme zadlenit do tedrie, tak ho musime najprv dokazat (okrem
axiom)

pod matematickym dokazom tvrdenia T rozumieme konecnl postupnost tvrdeni
ai,az,..,an=T , kde a;, i=1..n su nejaké vyroky alebo vyrokové formy, a Vi i=1..n-1 plati,
ze implikacie ai~>ai;; su tautoldgie

o definicia zohladriuje finitné (konec¢né) hladisko - n je z hora ohrani¢ené

o sémantické hladisko — implikacie su tautologie

Zakladné typy matematickych dékazov

1)
2)
3)

4)

priamy dbkaz tvrdenia T - pokusit sa dokazat tvrdenie priamo

utvorit negéaciu tvrdenia T a td sa pokusit doviest k sporu

utvorit obmenu tvrdenia T (vyrok ekvivalentny s T) atento dokdazat priamo alebo
sporom

matematickou indukciou

ak tvrdenie T dokazujem sporom alebo obmenou, tak hovorime, Ze ho dokazujeme
nepriamo

pravidlo odlicenia - pravidlo modus ponens

aa—>b b —a',b/  -predpoklady

b v a - zaver, dosledok

pravidlo odmietnutia - pravidlo modus tollens

a—bb - predpoklady

a - zaver, dosledok

pravidlo jednoduchého sylogizmu skracuje dlhé retazce implikacii

a—->bb-oc - predpoklady
a—c - zaver, do6sledok



Logicky désledok

Definicia : Nech su dané vyrokové formy aj,a,,..,a, a vyrok resp. vyrokova forma T.
Hovorime ze T je logickym dosledkom aji,ay,..,an (alebo T logicky vyplyva
Z a;,3y,..,an) ak pre kazdu implikaciu, v ktorej kazdy vyrok(alebo vyrokova forma)
ai,a,..,a, je pravdivy vyrok resp. pravdiva vyrokova forma T.

Poznamka : aj,ay,..,a, nazyvame predpoklady alebo postulaty tvrdenia T.

Poznamka 2 : Ak povieme interpretaciu I(), tak mame na mysli nejakd konkrétnu kombinaciu

pravdivostnych hodnét vyrokov, ktoré vytvaraju zlozeny vyrok.

Veta : Nech su dané vyrokové formy resp. vyroky ai,as,..,a, a vyrokova forma resp. vyrok T.
Potom T je logickym dosledkom prave vtedy ked' [(airaza..~an)>T] je tautoldgia.

Veta : Nech su dané vyrokové formy resp. vyroky ai,a,,..,a, a vyrokova forma resp. vyrok T.
Potom T je logickym do6sledkom aj,ay,..,a, prave vtedy ked [(airaxa..nan)>qT] je
nesplnitelna (kontradikcia).

DOkaz : (0) T je logicky dosledok aj,ay,..,an = [(airdxn..Aa,)>T]

(1) [(a1naza..A8,)>T] = [7 (a1ra24..080) v T]
negacia : (0) q[(airnaza..Aan)>T] = [(a1ra@za..han) A7 T]
(1) 9 [q (@1ra2a..A@n) v T] = [qq (@1r@24..4a0) A 7 T] = [(@1r@24..480) A7 T]

Poznamka : Prakticky vyznam uvedeny v tvrdeni je v tom, ze ak mame zistit, & vyrok T je

logickym désledkom vyrokov ai,as,..,a, stadi urcit & forma [(ainaza..nan)>T] je
tautoldgia, alevo forma [(airaza..nan)>+ T] je kontradikcia.

Poznamka 2 : Ak T je logicky doésledok aj,ay,..,a, tak potom forma [(@iraza..nan)>T] je

teoréma | [(ainaza..na,)>T]

Priamy dokaz

- matematického vyroku, tvrdenia spociva v tom, ze z uz dokazanych vyrokov(viet)
ziskame tvrdenie po kone¢nom pocte korektnych krokov

- Ak : aje predpoklad, a z toho predpokladu médme dokazat tvrdenie T

- Tak : a=2aj,a;2ay, a,~>as,.. a,~>T - aplikaciou pravidla jednoduchého sylogizmu
dostdvame a->T a z pravidla modus ponens vyplyva ze T plati.
a—a,..,a,>I a—>T,a

a—>T T

= T plati

Nepriamy dokaz obmenou
- Ak : aje predpoklad (plati), a z toho predpokladu mame dokazat tvrdenie b
- (a=>b)=(qb>qa) - obmena
- snazime sa dokazat tvrdenie (1 b>-a), ak sa da dokazat jednoduchsie
- (9b=>qby, 7b2>qbs,..,qbs>q2a) A (a>b) = ( b>+a) tak potom
(-b—>—a)=(a—b),a

b

= b plati

Nepriamy dokaz sporom

- ,a"“je predpoklad (plati), ,b" médme dokazat

- predpokladajme Ze ,b" neplati, teda plati ,q b"

- (9 b>by, by>bs,..,by>4 a) pravidlom jednoduchého sylogizmu dostavame (7 b>-a) ale
zaroven plati predpoklad ,a", tak potom plati (arnqa) =0 ...spor

- Teda predpoklad, Ze plati ,q b" je nespravny, teda plati ,b"

- (A>(HA>B)=1

- (C> (7 C> 0O)) - plati pre lubovoIné tvrdenie, teda aj pre (CarqC), ale to je
kontradikcia ...spor.



Nepriame dokazy implikacii
a) implikaciu (a = b) dokadzeme priamo
b) implikaciu (a > b) dokazeme obmenou(nepriamo), (b > qa)
c) implikaciu (a > b) dokdzeme sporom, t.j. predpokladdme platnost 4 (a>b)=(arq b)
a snazime sa to priviest do sporu, mbze nastat
i) dostaneme sa do sporu s predpokladom ,a"
1(@>b)>qa=za>(@a>b)
a,a—(@—-b)
(@a—>b)
i) dostaneme sa do sporu s predpokladom ,+ b"
17(@>b)>4q9b=q(@>b)>b b > (a = b) =1 (tautoldgia)
1 - pravidlom jednoduchého sylogizmu dostavame
—(a—>b)—>(a—b)
(@a—>b)
2 - iny sp6sob
—(a@a—>b),—~(a—>b)—>(a—b)
(@a—>b)
iii) dostaneme nejaké dve odporujuce si tvrdenia c,q ¢
-|(a 2> b)%(C/\jC)E
kontrapozicia 4 (caqc)>qq(a > b)=(crqc)>(a > b)=(7cvc)>(a > b)
1->(a=>b) z modus ponens vyplyva (a 2 b) plati

modus ponens (a — b)plati

redukcia ad absurdum

= —(a — b)plati

Matematicka indukcia

- a(x),xeN

1° a(0) je pravdivy vyrok - baza indukcie

2° pre kazdé x>=0, z platnosti a(x) vyplyva a(x+1) - indukény krok

Zaver - a(x) plati pre kazdé prirodzené cislo

Alebo inak, komplexnejsie:

1° a(0) je pravdivy vyrok - baza indukcie

2° pre kazdé x z platnosti vyrokov a(0), a(1), a(2) ... a (x) vyplyva platnost vyroku
a(x+1)- indukény krok

Zaver - a(x) plati pre kazdé prirodzené cislo

Zaklady tedrie mnozin

- pod mnozinou chiapeme subor objektov ktoré maju istd spolo¢nd vlastnost, znacenie :
velké pismena (A,B,X)
- prvok mnoziny (aeM) ,prvok x patri mnozine M", znacenie : malé pismena-+indexy
-  mobzeme vymenovat prvky mnoziny A={1,2,3,4,5}
- ur¢it vlastnost prvkov mnozZiny - kto ju splfia, ten jej patri. Inak (agM) ,a nieje
prvkom, nepatri mnozine M“
- objekty ktoré tvoria mnozinu sa nazyvaju prvky mnoziny
- predikat e - binarny predikat patri¢nosti(prinalezitosti)
- Niektoré mnoziny maju standartné oznacenie (mnozina prirodzenych Cisel N, ... Z,Q)
- Mnozinu mdézeme uréit
o vymenovanim prvkov, avsak nieje to mozné vzdy (ak je mnozina velka,
nekonecna) )
o vymenovanie vlastnosti ktoré musia prvky patriace do mnoziny splfat. Prvky
ktoré nespifiaju tuto viastnost nepatria do mnoziny. Axiéma Specifikacie :
,Kazda rozumna vlastnost uréuje mnozinu."



Mnozinové operacie a vztahy

Definicia : Nech A, B su lubovolné mnoziny. Hovorime, ze mnozina A sa rovna mnozine
B(oznacujeme A=B) prave vtedy, ak kazdy prvok mnoziny A je sucasne prvkom
mnoziny B a kazdy prvok mnoziny B je sic¢asne prvkom mnoziny A.
1.(A=B)=(Vx)(x e A)—> (xeB))A((x e B)—> (x € A))]
2(A=B)=(¥x)[(xeA)=(xeB)|
3.(A=B)=(vx)(AcB)A(Bc A)]

Definicia : Nech A,B su lubovolné mnoziny. Ak pre kazdy prvok xeA plati, ze xeB, tak potom
hovorime, Ze mnozina A je podmnoZinou mnoziny B(A je v inklazii s B) co
zapisujeme AcB. Ak existuje také xeB, ze xgA, hovorime, Ze A je vlastnou

podmnoZinou mnoziny B - AcB.
(AcB)=(Vx)[(xe A)— (x e B)]

U univerzalna mnozina. Mnoziny s ktorymi pracujeme su podmnozinou univerzalnej mnoziny
(nieje to mnozina ktora obsahuje vsetky mnoziny! Ale iba tie s ktorymi pracujeme)

Definicia : Nech A,B su lubovolné mnoziny. Zjednotenim mnozin A,B nazveme mnozinu
vSetkych prvkov, ktoré patria aspon jednej z mnozin A,B.
(AuB)={x|(xeA)v(xeB)

Definicia : Nech A,B su lubovolné mnoziny. Prienikom mnozin A,B nazveme mnozinu vSetkych
prvkov, ktoré patria sucasne do kazdej z mnozin A,B.
(AnB)={x|(x e A)a(x eB)}

Ak nemaju mnoziny A,B spolo¢né prvky tak AnB=@ prazdna mnozina(mnozina
ktora neobsahuje ziadny prvok).

Mnoziny A,B ktorych prienikom je prazdna mnozina nazyvame disjunktné
mnoziny. Napr. J={x|(xeN)A(x<2)}

Veta : a) Prazdna mnozina je podmnozinou kazdej mnoziny

b) existuje prave jedna prazdna mnozina
Dokaz :

a) sporom : Predpokladajme Ze tvrdenie neplati, t.j. plati jeho negéacia.
1(V X) {@ = X} = (3 X) {D X}
Existuje mnozina X, Ze prazdna mnozina nieje podmnozinou X. To znamena, ze
v prazdnej mnozine existuje prvok x, ktory nepatri do X, ale prazdna mnozina
nema prvok = spor - plati pévodné tvrdenie (V X) {@ < X}

b) sporom : Predpokladajme, Ze existuju 2 r6zne prazdne mnoziny By, B,. B1#B,.
Z tvrdenia plati (B;cB,)A(B,cB;) & B;=B, - spor.

Definicia : Nech A je lubovolnd mnozina, AcU. Doplnkom mnoziny A, vzhladom na mnozZinu
U, nazyvame mnozinu tych prvkov ktoré nepatria do mnoziny A.

AAA={x|(xeU)n(xeA)}
Definicia : Nech A,B su lubovolné mnoziny. Rozdielom mnozin A,B nazveme mnozinu tych
prvkov mnoziny A, ktoré nepatria do mnoziny B.

(A-B)={x|(x e A)r(x ¢ B)}
(A-B)=ANB
U-A)=UNnA



Definicia : Nech A,B su lubovolné mnoziny. Symetrickou diferenciou mnozin A,B nazveme
mnozinu :
(A+B)= {x | ((X € A)/\ (X ¢ B))v ((X & A)/\ (X € B))}
(A+B)=(A-B)u(B-A)

Abeceda, Slova, Jazyky

- abeceda x={aj,ay,..,an} - lubovolna konecna, neprazdna mnozina symbolov
prvky abecedy nazyvame znaky (pismena)

koneénl postupnost znakov abecedy T nazyvame slovo(slovo nad abecedou X)
prazdne slovo (neobsahuje ziadny znak) oznacujeme e. )

v — slovo. A(v) - funkcia lambda, ktord kazdému slovu priradi jeho dlzku, t.j. pocet
znakov v slove

- lubovolnd mnozinu slov nad abecedou T nazyvame jazykom nad abecedou Z.

- Jazyk mozno zretazovat aj sdm so sebou )

- Zvlastny pripad jazyk je abeceda, su to slova dizky 1

Zakladné mnozinové identity

idempotentnost komutativnost asociativnost

aAnA)=A c)AuB)=(BUA) eAn(BnC)=(AnB)nC)
bYAUA)=A d)AnB)=(BnA) fXAu(BUC)=(AuUB)UC)
distributivne zakony de Morganove zakony

g)(Au(BmC))E((AuB)m(AuC))?h)(AmB)gA;(AmB)gB /YAnB)=(AUB)
h)(Am(BuC))E((AmB)u(AmC))I)AQ(AUB)BQ(AUB) KYAUB)=(ANB)
absorbcne zakony
oAn(BUA)=A
pIAU(BNA)=A

= MAND =AUV =A

NA = A - i
MANA =T AUA =U

Dokaz :
f)asociativnost
1.x € (AU (B U C))-lubovolny prvok z lavej strany
2.(x € A)v [x € (B U C)|-rozpiseme podla definicie zjednotenia
3.(x e A)v|[(x € B)v (x e C)]-rozpiseme podla definicie zjednotenia
4(x e A)v (x e B)]v (x € C)-asociativny zakon pre disjuknciu
5.(x e (AU B))v (x € C)- definicia zjednotenia mnozin
6.x e (AU B)uU C)- definicia zjednotenia mnozin

> (Au(BuC))c((AuB)UC), na dokézanie rovnosti potrebujeme dokazat aj opa¢nil

inklziu. KedZe sme pouzili ekvivalentné Gpravy, mdzeme ist od kroku 6 k 1, teda plati aj
opacna inkluzia (AU (BuUC))2((AuB)uUC) = (Au(BuC))=((AuB)uC).



h) distributivny zakon
1xe(An(BuUC))=|(xeA)a(xe(BUC))]

2. [(X € A)/\ ((X € B)v (X € C))]

3. [((X € A)/\ (X € B))v ((X € A)/\ (X € C))]
4.=[(xe(AnB))v(xe(AnC))]

5.=[xe(AnB)U(ANC)]

[zi:(Am(BuC))g (AnB)U(ANC)A zT=(AN(BUC)) 2 ((AmB)u(AmC))]:
(Am(BuC)):((AmB)u(AmC))

iYAc(AUB)

1.x € A-nech x je lubovolny prvok z A

2(x e A)> ((x € A)v (x € B))- tautologiap — (p v q)

3.((x e A)v (x € B))= (x e (AU B))- definicia zjednotenia
4(x e A)—> (x e (AU B))-pravidlo jednoducheho sylogizmu
— i) plati

Veta : Nech A,B,C su lubovolné mnozZiny. Potom :
aAnB)-C=An(B-C)
bYAuB)-C=(A-C)u(B-C)
c)C-(AnB)=(C-A)u(C-B)
d)C-(AuB)=(C-A)n(C-B)
e)/A-B=A—-(AnB)=(AuUB)-B
fYA-(B-C)=(A-B)u(BNC)
g)A-B)-C=A-(BuC)

Dokaz :

c)

1.C-(AnB)=(C-A)u(C-B)
2(C-A)u(C-B)=(CnA)U(CNB)
3.(CNnA)U(CNB)=Cn(AUB)
4CN(AUB)=Cn(AUB)
5CN(AUB)=C-(AnB)

f)

1.A-(B-C)=An(BNC
2AnBAC)=An(BUC)
3An(BuUC)=(AnB)u(AnC)
4(AnB)U(AnC)=(A-B)U(ANC)



Veta : Nech A,B,C su lubovolné mnoziny. Potom platia nasledujlce vztahy :
a)A +B = B+ A - komutativhost

b)A+B=(AuB)-(AnB)
c)A+(B+C)=(A+B)=+C -asociativnost
d)rovnica X + A = Bma jedineriesenie X = A+B

Dokaz :
a)A + B = B + A - komutativnost

A-B=(A-B)u(B-A)=(B-A)U(A-B)=B+A

U - je komutativna operacia

b)A=B=(AUB)-(ANB)
(AuB)—(AmB):(AuB)m(m):(AuB)m(Zug):[(AuB)mZ]u[(AuB)mE]
=[(AanA)uBAA)U[AnB)U(BAB)=[zuBNA)|L[ANB)uB]=(BAA)L(ANB)
=(B-A)U(A-B)=B+A=A=B

c)A = (B + C) = - asociativnost
A+(B+C)=(Am§m§)u(AmBmC)u(ZmBmE)u(ZmEmC):(A+B)+C
(A+B)+C=C+(A+B)=A+(B+C)

d)rovnica X + A =B ma jedine riesenie X = A+ B
(A+B)+A=(B+A)+A=B+(A+A)=B+J =B =platid)

sporom:Y #A+B;)Y+A=B

Y=Y:(A+A)=(Y+A)+ A=B=+A = spor

Veta : Nech A,B su lubovolné podmnoziny mnoziny U. Potom nasledujice vztahy su
ekvivalentné:

a)AcB
b)ANB=A
c)AuB=B
dA-B=0
e)AuB=U
flYA=-B=A-B

Dokaz : ,a>b>c>d>e>f>a"
lla % bll

AcB AnB=A
(AnBc A)A(Ac AnB)

(A < A~ B)dokazeme sporom; (Ac B) A -(Ac AnB)

x(x e A) > (x e (AnB))

(
A —.(X € (A N B)))

~AcAnB)=—(Vx)(xcA)—>(xe(An 3

= (@x)((x e A)v (x e (AnB))) = (3x)(x



10

»a" oznacime prvok pre ktory plati :
a eA)Aﬁ(ae(AmB))E

ae A)/\—|((a € A)/\(a eB))=

acA)r(@aeA)v(aeB))=
(@cAr(@agA)vi(@acAn(aeB))=

Ov((a eA)/\(a ¢B))=

(ac A)n(agB)=aje zAalenieje zB,avsak A — B= spor

(
(
(
(

llb % CII
AnB=A AuB=B
AUB= (A N B)u B = B - pouzijeme absorbcny zakon

"c > d"
AUB=B A-B=0Q
A-B=A-(AUB)=An(AUB)=AN(ANB)=(AnA)"B=0nB=0

lld % e"

A-B=9¢ AuB=U

dokaz sporom : A—-B=JAAUB=#U,6 to znamena, ze existuje prvok a, ktory nepatri
agAuUB alepatriaelU

—|((a € Z)v(a € B))E—|(—|(a € A)v( ))E((a € A) (a & B))E ((a € A)/\(a € E))
le

=(ac(AnB))=(ac(A-B))=(ac(A-B)) lenze A— B =& = spor

"e > f"

AuB=U A+B=B-A

A+B=(A-B)u(B-A)

dokaz sporom : predpokladajme A-B=#Q , to znamend (acA)r(agB) >
(a 2 Z)/\ (@gByAUB=U = (agU)=spor s predpokladom e)

"f _) all
A+-B=B-A AcB
dbkaz sporom : A+-B=B-A —.(A c B) , to znamena, ze existuje

acAragB=acAnB=acA-B potom agB-A & je v spore s predpokladom.

Veta : Nech A,B,C su lubovolné mnoziny. Potom platia nasledujlice vztahy :
a)inkluzia C c AnBplatiprave vetdy,ak Cc AACc B

b)inkluzia A U B c C platiprave vetdy,ak AcCABcC
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Dokaz :

a)

p:CcAnB Tvrdenie

q:CcA S _ s

r:CcB p=(gnrr) (p>(@ar)allgar)—p)

s: A,B,C - sulubovolne mnoziny

Dokaz prvej implikacie - sporom: Cc AnB /\—|(C cAACC B)
—~CcAv—(CccB)

(3a)aeC—-A)v(3b)beC-B)
(@ecC)r(@aeA)v(beC)r(aeB))

{ spor s predpokladom { spor s predpokladom:C c AnB

DoOkaz druhej implikacie :
(CcAA(CcB)>(CNA=C)A(CNB=C)

(AnB)nC=An(BNC)=AnC=C

Poten¢na mnozina

Definicia : Nech M je lubovolna mnozina. Potom mnozina vSetkych jej podmnozin nazyvame
potenénou mnozinou M a oznacujeme P(M). P(M) = {X | X M}.

Usporiadana dvojica.

- usporiadat prvky mnoziny - urdit poradie

- vytvorit vzajomny vztah medzi prvkami dvoch mnozin

- Usporiadanou n-ticou prvkov (n>=2) rozumieme postupnost prvkov ai,a,..,a,. Znacime
ju (ai,az,..,an). Dve usporiadané dvojice sa rovnaju pokial sa rovnaju po zlozkach.
(allaZI"lan)=(bllb21"lbn) = ai=bi i=1..n.

Definicia : Mnozinu {{a},{a,b}} nazyvame usporiadanou dvojicou a oznacujeme symbolom

(a,b). Prvok asa nazyva prvy prvok(suradnica), prvok b na nazyva druhy
prvok(suradnica) usporiadanej dvojice (a,b).

Veta : Usporiadana dvojica (a,b) sa rovna usporiadanej dvojici (c,d) prave vtedy, ak a=c,
b=d.

DOkaz :
(a,b)=(c,d) - predpoklad

i} ta,bjj = {ic}. ic.d}j

Dva pripady :
Na=b

fali={lclic.dfi=laj={c}=a=cc=d
2Qaxb=c=#d

aj={c}=a=c

{a,b}={c,d}=b=d
a=cab=d=(ab)=(c,d)
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Definicia : (Usporiadanej n-tice) (ai,ay,..,an)=((ai,axz,..,an-1),an)

Karteziansky sugéin.

Definicia : Kartezidnskym sucinom mnozin AB nazveme

AxB={xy)l(xeA)rly B)}

Poznamka :

A={alla21' 'Ian}
B={by,bs,..,bm}

(anb) .. (a,b,)
: —tabulka

@.b) - (a,b,)

Al,Az,..,An AixAX. . XA, n>2

(A1XAX.. XAn1)XA,= {(X1..Xn)| (X, €A )i =1 ..n}

Veta : Nech su A,B,C lubovolné mnoziny, potom platia nasledujice tvrdenia:

1. Ak A c B, tak pre kazdu mnozinu Cplati: AxC c BxC
2.(AnB)xC=(AxC)n(BxC)
3.(AUB)xC=(AxC)u(BxC)
4.(A-B)xC=(AxC)-(BxC)

5. Ak A,B su disjunktne < (AxB)N(Bx A)= @

Dokaz :

1.

4.

predpodklad A c B

mame dokazat (x e A)A(y e C) —> (x e B)a(y € C)

(x,y)e AxC=(xeA)r(yeC)

(x,y)e AxC=(xeA)r(yeC)

(xeA)a(yeC)—>(yeClxeAa(yeC)>(xc AYAcB

(x € A) > (x € B) - pravidlo jednoducheho sylogizmu

(XEA)/\(yeC)—>(XeB)

(A-B)xC=(AxC)-(BxC)

(x.y)e[(AxC)-(BxC)|=[(x.y)e(AxC)(xy)e(BxC)|=

=lxeA)rly eC)la-(xy)e(B=C)=
[(XEA)/\(yEC)]/\ﬂ[(XEB)/\(yEC)]E[(XEA/\_VEC)/\(X%BV}/%C)]E

E[(XeA/\yeC/\XeéB)v(XeA/\yeC/\yeEC)]E
[(XEA/\_VEC/\X%B)V(XGA/\O)]E[(XEA/\X¢B/\}/EC)VO]E

E[(XeA—B)/\yeC]:(X,y)e(A—B)xC

Binarne relacie

mnozinu

Definicia : Binarna reldcia D z mnoziny A do mnoziny B, je podmnozina kartezidnskeho sucinu
AxB. OznacCime a; D b; znamenad, ze usporiadana dvojica (a;b;)eD. Mnozina A sa

nazyva oborom relacie a mnozina B kooborom relacie D.



Poznamka :

Definicia

Definicia

Definicia

Definicia
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Binarne relacie mozeme definovat ako maticu(l alebo 0 oznacduje ¢&i su prvky
v relacii alebo nie). Binarnu reldciu mbézeme zadat aj pomocou dipartitného grafu
(orientovanou hranou su spojené prvkyu).

: Nech D je relacia na mnozine A (neplatia tu negacie). Relacia D je :

a) reflexivna, ak pre kazdé xeA plati (x,x)eD

b) ireflexivna, ak pre ziadne xeA neplati (x,x)eD

c) symetricka, ak z podmienky (x,y)eD vyplyva (y,x)eD

d) asymetricka, ak pre kazdé (x,y)eD plati (x,y)eD

e) tranzitivna, ak [(x,y)eD A (y,z)eD]=> (x,z)eD

f) atranzitivna, ak [(x,y)eD A (y,z)eD]=> (x,z)¢D

g) trichotomicka, ak pre kazdé x,yeA plati : (xzy)=>((x,y)eD v (y,x)eD)
h) antisymetricka, ak pre kazdé x,yeA plati : ((x,y)eD A (y,x)eD)>x=y

: Nech D je relacia medzi prvkami mnozin A,B a nech E je relacia medzi prvkami

mnoziny B,C. Potom {(a,c)e AxC|3beB:(a,b)e DA(b,c)eE} (relicia medzi

mnozinami A a C). Potom tato mnozina sa nazyva zlozena relacia (zlozena z relacii
D a E) a oznacuje sa E.D.

Nech D je reldcia medzi prvkami mnozin A,B. Potom mnozina
{(b,a)e Bx A|(a,b)e D} sa nazyva inverzna relacia k relacii D a oznaluje sa
symbolom D,

Nech D je relacia na mnozine A. Tranzitivnym (resp. reflexivno-tranzitnym)
uzaverom relacie D nazyvame relaciu D*(D").
D*= D'u D?U D3.. = Uy DX
D= I,u D'U D?U D.. = Uys—o DX
D°=In={(x,x)|xeA}
D'=D,D"?, i>0
(x,y)eD¥; k>0 © ak existuje postupnost prvkov x=xg,X1,X,..,Xc=Y, také ze plati
(X0,X1)eD, (x1,X2)€D,.., (Xk-1,Xk)eD

Relacia ekvivalencie

Definicia

: Reldcia D na mnozine A sa nazyva reldcia ekvivalencie na mnozine A, ak je

reflexivna, symetricka a tranzitivna.

1. (x,x)eD

2. (x,y)eD > (y,x)eD

3. (x,y)eD A (y,z)eD > (x,z)eD

Pre relaciu ekvivalencie pouzivame aj znak ~, (x,x)eD = x~x

Rozklad mnoziny

Definicia

Nech A je mnozina. Systém ScP(A) sa nazyva rozklad mnoziny A, ak kazda
mnozina systému S je neprazdna a ak S je systém po dvoch disjunktnych mnozin
s vlastnostou, Zze po zjednoteni ddva mnozinu A. (Uues M = A). (Pre kazdy prvok
z A plati, ze patri prave do jednej mnoziny systému S)



Veta :

Dokaz :
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Nech D je relacia ekvivalencie na mnozine A=J. Pre xeA, znacme A(x)={yeA|y~x}.
Potom systém mnozin S={A(x)eP(A)|xeA} je rozklad mnoziny A. (Nazyva sa
rozkladom mnoziny A indukovany(alebo patriaci) relaciou ekvivalencie D)
S={A(x)eP(A)|xeA}

Ma platit

1. AxQ

2. A(X)n A(y)=9, ak 7 (x~y)

3. (Uxea A(X) = A)
1.

A= pre vsetky x, xeA(x), xeA, x~Xx, reflexivnost plati

2.
A(X)NA(Y)=9, ak q (x~y)
X, YeA A X~y = A(X)=A(Y)
predpokladajme z~x, x~y (tranzitivnost) z~y = zeA(Yy)
zeA(x) 2 zeA(y) = A(X)cA(Y)
Analogicky A(y)cA(z) = A(x)=A(y), za predpokladu x~y
2. sporom
zeA(X)NA(Y) = zeA(X) A zeA(y)
ZrX A ZNY
symetrickost, tranzitivnost = x~y - spor
3.

xeA = xeA(x)

Veta : Nech A2 a S je jej rozklad. Definujme na mnozine A relaciu D takto:

Dokaz :

D={(x,y)eAxA,AMeS A xeM A yeM}, DcAXA.
Potom D je reldcie ekvivalencie na mnozine A a ¢ je fiou indukovany rozklad.

D je definovana korektne (znamena, ze ak (x,y)eD neplati (x,y)¢D), D je reflexivna,
symetricka, tranzitivna.
Potrebujeme dokazat, Zze rozklad ¢, ktory indukuje relacia D, je totozny s rozkladom
S.
D - relacia ekvivalencie
D indukuje rozklad S, mnoziny A(podla predchadzajucej vety)
S, je rozklad A indukovany relaciou D
Ukaz, ze S,=S
A(x)={yeAly~x}
1. Nech A(x)eS, x e (do nejakej mnoziny) MeS.
2. Nech yeM =2 yeA(x)
3. Nech yeA(x) 2> yeM
243 = AX)=MeS = A(xX)e S
1+(243) = A(X)e So 2 A(X)e S=S,c S
ESte dokazat ze Sc S,
HeS > HzJ, xeH
Na zaklade definicie relacie plati : A(x)=H, t.z. HeS, = ScS,
= S=5,

Ciastoéné usporiadanie a usporiadanie

Definicia : Relacia na mnoZine A sa nazyva CiastoCné usporiadanie na mnozZine , ak je

asymetrickd a tranzitivha. Usporiadanie, ak je asymetrickda, tranzitivha
a trichotomicka. DcAXxA je Ciasto¢né usporiadanie na mnozine ak pre Vx,y,zeA :
1. (x,y)eD > (y,x)eD
2. (x,y)eD A (y,2)eD > (x,z)eD )
3. Vx,yeA : x=y v (x,y)eD v (y,x)eD - ak splfia aj tuto vlastnost hovorime o
(linedrnom) usporiadani
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Znacenie

- CiastoCné usporiadanie = usporiadanie
- usporiadanie = linearne (totalne) usporiadanie
- ak D je CiastoCné usporiadanie na mnozine A, DcAxA a (x,y)eD, potom x<y
1. X<y 2> qy<x
2. X<Y AY<Z OX<Z
3. X=y v X<y v y<x
- ak D je Ciasto¢né usporiadanie na mnozine A, DcAxA : (A;D), ak D="<", potom (A; <),
tak < < AxA. Dvojica (A;D) je CiastoCne usporiadana mnozina
Poznamka : (A;<) je cCiasto¢né usporiadanie na mnozine A - potom neexistuje x, pre aké plati
x<x (inak by bol spor s vlastnostou 1). Preto zavedieme x<y < x=y v X<y.
<" neostra nerovnost
»<" ostrd nerovnost
X<y=>X<Ly

(A;<) je CiastoCné usporiadanie na mnozine A ak je reflexivne, symetrické a tranzitivne. Ak je
aj trichotomické, potom je to usporiadanie na mnozine A.

Prvok a CiastoCne usporiadanej mnoziny A nazyvame minimalnym(maximalnym) prvkom
mnoziny A, ak existuje prvok xeA pre ktory plati : x<a (a<x).

Prvok b Ciastocne usporiadanej mnoziny A nazyvame prvym(najmensim) prvkom mnoziny A,
ak pre kazdé xeA plati : b<x.

Prvok b Ciasto¢ne usporiadanej mnoziny A nazyvame poslednym(najvacsim) prvkom mnoziny
A, ak pre kazdé xeA plati : x<b.

Kazdy najmensi prvok je sucasne aj jej minimalnym prvkom. Naopak to neplati!

Zobrazenie

Definicia : Nech X,Y s mnoziny. Relacia f ¢ XxY sa nazyva zobrazenie(funkcia) mnoziny X do
mnoziny Y, ak plati :
1. (VxeX)(3yeY): (xy) ef
2. (V xeX)(V yeY)(V y'eY") : (x,y)ef A (x,y)ef 2 y=y’' (kazdé x sa zobrazi na
jediné y)
Namiesto (x,y)ef piSeme y=f(x). f: X->Y, kde X - obor definicie aY - obor
hodn6t. A ¢ X - zUZenie zobrazenia na mnozinu A f|A.



