Mohutnosti množín

Def. ekvivalencia množín : A ~ B ak existuje bijekcia A  B, A a B majú rovnakú mohutnosť

Veta : a)A platí |A|=|A| D: IA. b) |A|=|B|  |B|=|A| D: f:AB bijektívne  f-1:BA je bijektívne. c) |A|=|B| a |B|=|C|  |A|=|C| D: f°g je bijekcia.

Veta : Nech A,B,C sú množiny. Potom platí a) |A|=|B||A||B|D:  bijekcia=injekcia+surjekcia. b) |A||B| a |B||C||A||C| D:injekcia°injekcia=injekcia. c) |A|=|B| a |B|<|C||A|<|C| D:bijekcia°injekcia=injekcia, neexistuje bijekcia BCneexistuje ani AC.

Konečné množiny

Def. konečná množina : A je konečná ak |A|<|N

Def. počet prvkov množiny A : |A|=n, nN ak |A|=|Nn|, Nn={0,...,n-1}

Def. Dedekind : A je konečná ak BA platí |B|<|A|

Veta : Ak má množina nN prvkov, tak je konečná D: |A|=|Nn|<|Nn+1||N|.
Veta : Pre m,nN |Nn|=|Nm|  n=m D: n+1m |Nn|<|Nn+1||Nm|.

Veta : A je konečná  nN | |A|=n D: "": |A|<|N|  f:AN inj. f(A)=BN, |B|<|N| n |B|=|A|=n.

Veta : Nech A,B sú koečné, |A|=m, |B|=n. Potom a) AB=  |AB|=m+n. b) |AB|=m.n c) |AB|=mn. D:.

Dôsledok : Ak A,B sú konečné tak konečné sú aj AB, AB, AB, P(A), P(B) D: B-A je konečná takže aj A (B-A) (|AB|), P(A)=2|A|.

Veta : Nech Ak, 1kn sú množiny také, že |Ak|=m, AkAk'= pre kk' potom |nk=1Ak|=n.m D: MI(n).

Veta : Každá konečná množina je konečná podľa Dedekinda a naopak. D: Sporom, vybrať jeden prvok, zlúčiť s podmnožinou a vznikne spor (podmnožina väčšia ako celok).

Spočítateľné množiny

Def. spočítateľná množina : ak existuje bijekcia do N

Def. prvky zoraditeľné do postupnosti : A={an,nN}  f:NA surjektívne.

Veta : Ľubovoľná podmnožina spoč. množiny je spočitateľná D: vyberanie prvkov ...

Veta : Zjednotenie spoč. systému spoč. množín je spoč. množina D: vedľajšie uhlopriečky, postupnosť

Veta : Každá nekonečná množina je ekvivalentná s niektorou svojou podmnožinou D: Vybrať podpost., rozdeliť na 2, bijekciu f: AA1, rozšíriť na (M-A)A  (M-A)A1 a to je bijekcia AM-A2.

Veta : Neprázdna množina je spočítateľná sa dá zoradiť do postupnosti D: inverzné zobrazenia, doplniť ich.

Dôsledok : Ak f:AB surj. a A je spočítateľná tak aj B je spočítateľná

Veta : Ak A,B sú spočítateľné, tak aj AB, AB sú spočítateľné. D: .

Nespočítateľné množiny

Def. nespočítateľná množina : nekonečná množina, ktorá nieje spočítateľná

Veta :  0,1 je nespočítateľná D: postupnosť desiatkových rozvojov (spoč.), vyrobiť také, že na i-tom mieste má inú cifru ako i-ty člen tejto post. + neobsahuje 0 a 9. Taký v nej neexistuje  nespočítateľná

Veta (Cantor-Bernstein) : Nech A, B sú ľubovoľné množiny Ak existujú injektívne zobrazenia f: AB a g: BA tak A~B D: postupnosti predkov (A aj B na 3 podmnožiny - nekonečné postupnosti predkov, končí v A, končí v B), zúženia f na A1 a A3 sú bijektívne a zúženie g na B2 tiež. Zobrazenie zložené z f|A1, g|B2 a f|A3 je bijektívne.

Veta (Cantor) : |M| < |P(M)| D: f: MP(M) injektívna f(x)={x}. g: P(M)M (neexistuje). Ak by  g existovalo tak množina X={aM | ag-1(a)} sa nemá na čo zobraziť  g(X)=x, ak xX tak xX ak xX tak xX..

Dôsledok 1 : X  |X|<2|X| D: |P(X)|=2|X|.

Dôsledok 2 : Neexistuje množina všetkých množín D: P(A)A|P(A)||A|, spor.

Kardinálne čísla

Def. |N|=0 |R|=c |A|<|B|   injekcia AB a  injekcia BA, |A|=|B|   injekcie AB a BA, |A|>|B|   injekcia AB a  injekcia BA

Def. |A|+|B|=|XY|, |X|=|A|, |Y|=|B|, XY= |A|.|B|=|AB|  |A||B|=|AB|

Veta : 2|N|=c D: charakteristická funkcia (1 ak xA 0 ak xA) vytvorí postupnosť binárnych čísel - číslo z intervalu 0,1. Nejednoznačne vyjadrené čísla tvoria len spočítateľnú množinu (majú konečný zápis).

Partície

Def. Partícia nN+ : vyjadrenie n v tvare n=a1 + ... + ak kde aiN+ i{1,...,k}

Def. Počet usporiadaných partícií n pozostávajúcich z rn sčítancov: p(n,r)

Def. Počet neusporiadaných partícií n na najviac m prvkov : Z(n,m)

Def. Počet neusporiadaných partícií n na prvky neprevyšujúce m : Q(n,m)

Def. Počet neusporiadaných partícií n pozostávajúcich z rn sčítancov: p'(n,r)

Def. Duálny Ferresov diagram : transponujeme a prevedieme na normálny (nerastúci zhora dole) tvar

Def. Samoduálny Ferresov diagram : zhodný so svojim duálnym diagramom

Veta : p(n,r)=n-1 nad r-1 D: n-1 medzier, r-1 oddeľovačov.

Veta : p(n)=p(n,1)+...+p(n,n)=2n-1 D: suma a binomická veta (1+1)n

Veta : p'(n,k) = p'(n-k,1)+...+p'(n-k,k) D: odrátať od partície k jednotiek (aby mohli byť nulové prvky)

Veta : Z(n,m)=Q(n,m) D: transponovaný Ferresov diagram

Veta : Počet samoduálnych rozkladov n je rovnaký ako počet rozkladov n na rôzne nepárne sčítance D:?

Veta :  nm1 platí Q(n,m)=Q(n,m-1)+Q(n-m,m) D: partície, kde sa nejaký sčítanec rovná m je Q(n-m,m).

Veta : Počet partícií n o max. m sčítancoch = počet partícií n+m o m sčítancoch D: pridáme stĺpec s m bodmi.

Veta : Počet partícií n o max. m sčítancoch = počet partícií n+(m+1 nad 2) na m vzájomne rôznych sčítancov D: pridáme rovnor. trojuholník z m riadkov.
Veta : Počet partícií n o m sčítancoch = počet partícií na sčítance menšie ako m a min. jeden rovný m D: transp.

Veta : Počet partícií n na párne sčítance = počet partícií kde je každý sčítanec párny počet krát D: transp.

Veta : Počet partícií n na nepárne sčítance = počet partícií kde je každý sčítanec párny počet krát okrem najväčšieho ktorý je nepárny počet krát D: transp.
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Veta : Počet partícií n na vzájomne rôzne sčítance = počet partícií n na nepárne sčítance D: n=r1b1+...+rpbp, ri=2q1+2q2+... (q1>q2>...). ribi=2q1bi+2q2bi+..., vyjadríme, usporiadame a máme n na rôzne sčítance.

Veta (Eulerova) : V rade získanom zo súčinu (1-x)(1-x2)...(1-xn)... sú od nuly rôzne len členy tvaru 

D: Násobením tých dvojčlenov vznikajú jednočleny ±xm toľkokrát koľkokrát sa dá m rozložiť na rôzne sčítance. Ak je počet párny tak vznikne xm inak -xm. Teda xm bude nulové ak sa počet rozkladov na párne rovná počtu rozkladov na nepárne sčítance. Stačí zistiť, kedy sa nerovnajú (pomocou Ferresových diagramov). Diagram je lichobežníkový, v hornom riadku má s bodov a výška dolného lichobežníka je r. Ak sú  aspoň 2 lichobežníky a sr tak prvý riadok vynecháme a do s spodných pridáme 1 bod. Ak iba 1 lichobežník a  sr-1 tak sa dá urobiť to isté. Ak 2 lichobežníky a s>r tak z každého riadku dolného lichobežníka zoberieme bod a urobíme z nich vrchný riadok. Ak 1 lichobežník a rs-2 tak to isté. 1. a 3. sú navzájom inverzné a 2. a 4. tiež. Takže ak neplatia žiadne tieto podmienky tak počty týchto partícií sa od seba líšia. Je to v prípade s=r alebo s=r+1. Vtedy je spolu (3r2±r)/2 bodov. 

Princíp zapojenia a vypojenia
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Def. : Nech A1,...,An sú konečné množiny. A(r)=počet prvkov nachádzajúcich sa práve v r množinách, A'(r)= počet prvkov nachádzajúcich sa v aspoň r množinách.
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Veta : Nech A1,...,An sú konečné množiny. Pre k=1,...,n položme                                            potom

  D: xA1...An, Jx={j | xAj}. Nech |Jx|=m, potom x je započítaný m-krát v súčte S1, (m nad 2) v súčte S2, ... a (m nad n) v súčte Sn. Vypíšeme sumu, rozšírime o 1-1 upravíme aby išla od nuly a z binomickej vety vyjde, že x je započítaný 1-(1-1)n krát.

Veta : Nech S0=|A|. Potom |(A1...An)c|=n k=0 (-1)kSk D: z predchádzajúcej vety.

Veta : Nech SAB je množina všetkých surjekcií z A do B. Ak |A|=m a |B|=n, tak |SAB|=nk=0(-1)k(n nad k)(n-k)m.D: Mj je mn. všetkých zobrazení f: AB kde bjB\f(A). Potom |Mi1...Mik|=(n-k)m. Toto zosumujeme a odrátame od nm. 

Veta : A(r) = nk=r (-1)k-r(k nad r)Sk. D: Prvky práve v r množinách dávajú vklad 1 do Sr a 0 do Sr+1..n. Prvky vystupujúce v m>r množinách dávajú v Sk k>r vklad (m nad k). Prvky v menej než r množinách do danej sumy nedávajú žiaden vklad. Keď sa to všetko dosadí, vyjde že pre prvky v m>r množinách je vklad 0.

Veta : A'(r)=nk=r(-1)k-r(k-1 nad r-1)Sk D: Zosumovať A(r..n), upraviť a substitúciou k-j=i. Po úprave vyjde.

Spernerova veta

Veta : Nech A je konečná množina o n prvkoch, A1,...,Am sú jej neprázdne konečné podmnožiny kde AiAj pre ij. Potom platí ni=11/(n nad |Ai|) <=1 D: =C0C1...Cn=A, |Ci|=i CiA i=1,...,n. Medzi tieto množiny sa nedá vložiť iná. Ak |A|=n tak všetkých takýchto nasýtených reťazcov je n!. Ak je jeden z členov Ai, |Ai|=r tak Počet C0,...,Cr-1 je r! a počet Cr+1,...,Cn je (n-r)!. Takýchto reťazcov je teda (n-r)!r!. Podľa predpokladov vety nemôžu byť Ai a Aj v jednom reťazci spolu (museli by byť podmnožiny). Celkový počet všetkých reťazcov pre každé Ai je menší ako n!  veta platí (po zosumovaní)

Veta (Spernerova) : Nech A je konečná množina o n prvkoch a A1,...,Am sú jej neprázdne konečné podmnožiny AiAj pre ij. Potom m(n nad n/2) D:.Nerovnosť z predchádzajúcej vety, |Ai| nahradímen/2 (vtedy je kombinačné číslo najväčšie) a sčítame.

Dirichletov princíp

Veta : Nech X,Y sú konečné množiny a f : XY. Ak |X|>|Y|, tak existuje yY | x1,x2X, x1x2, f(x1)=f(x2)=y D: spor injektivity s |X|<|Y|

Veta : Nech f : XY, nN+. Ak n|Y|<|X| tak yY | Ay={xX | f(x)=y}, |Ay|>n D: X=yX a Ai sú po dvoch disjunktné. Ak by y platilo |Ay|n tak |X||Y|n čo je spor.

Dôsledok 1 : Nech f : XY, |X|=m, |Y|=n, m,nN. Ak nk<m tak yY | |Ay|k+1 D: ako predchádzajúca veta

Dôsledok 2 : Nech f : XY, ak X je nekonečná a Y konečná, tak yY | Ay je nekonečná D: ak by yY Ay bola konečná, tak |X|n.max(|Ay|) - spor.

Königova lema

Def. Strom : čiastočne usporiadaná množina (T,) ak nT, T(n)={vT | v<n} dobre usporiadaná množina a T má najmenší prvok = koreň

Lema (Königova) : Nech každý vrchol stromu s koreňom (T,) má konečný stupeň vetvenia. Ak T je nekonečná množina, tak v T existuje nekonečne dlhá vetva  D: vT Av={uT | v<u}. Ak v1,...,vn sú všetky bezprostredné nasledovníky v tak platí Av=Av1...Avn{v1,...,vn}. Z toho vyplýva, že ak Av je nekonečná tak vi1 taký, že Avi1 je tiež nekonečná. Takto postupujeme ďalej a získame postupnosť {v,vi1,...,vin,...} čo je hľadaná nekonečná vetva.

Veta : Nech každý vrchol konečného stromu T má stupeň vetvenia  k. Ak T má aspoň 1+n-1i=0 ki vrcholov tak v T existuje vetva dĺžky väčšej ako n. D: Av={uT | v<u}, nech v1,...,vn sú bezprostredné nasledovníky v  potom platí Av=Av1...Avn{v1,...,vn}. Nech x0 je najmenší vrchol stromu T. Ax0=T\{x0} má aspoň n-1i=0 ki prvkov. Teda existuje nasledovník x1, že Ax1 má aspoň ((1+k+...+kn-1)-k)/kk+...+kn-2 prvkov. K nemu existuje x2, že Ax2 má aspoň k+...+kn-3 prvkov atď. až Axn-1 má k0 prvkov - vrchol xn. Postupnosť {x0,...,xn} je hľadaná vetva dlhšia ako n.

Ramseyove čísla

Def. Obyčajný (jednoduchý) graf : G=(V,E) kde V je konečná množina vrcholov a EP2(V) je množina hrán.

Def. Podgraf grafu G : G'=(V',E'), V'V a E'E, E'P2(V')

Def. Kompletný graf o n vrcholoch Kn : |V|=n |E|=(n nad 2) 

Def. Komplementárny graf ku grafu G : "G s pruhom"=(V,E'), E'={{u,v} | u,vV,{u,v}E}

Def. Stupeň vrchola u (deg u) : deg u=|{v | vV,{u,v}E}|

Def. Ramseyove číslo R(m,n) : pre každý Kr kde rR(m,n) ofarbený dvoma farbami platí, že sa v ňom nachádza jednofarebný Km prvej farby alebo jednofarebný Kn druhej farby.

Veta : Pre m,n2 platí R(m,n)R(m,n-1)+R(m-1,n) D: MI(m+n) 1° m+n=4 2=R(2,2)R(2,1)+R(1,2)=1+1 2° IP platí pre menšie ako m+n. Nech má graf R(m-1,n)+R(m,n-1) vrcholov, v je nejaký pevný vrchol G. a) počet červených  hrán z v je aspoň R(m-1,n). Vrcholy červených hrán sú v1,...,vk kR(m-1,n). Graf na týchto vrcholoch obsahuje buď červený Km-1 alebo modrý Kn. Ak Km-1 tak s vrcholom v je to Km inak tam je Kn. b)počet červe-ných hrán z v je menší ako R(m-1,n), takže modrých hrán je aspoň R(m,n-1). Takže bude to naopak ako v (a).

Veta : Pre m,n2 platí R(m,n)(m+n-2 nad m-1) D: Ak je jedno z m,n 2 tak platí. Ak platí pre menšie ako m+n tak R(m,n-1)(m+n-3 nad m-1), R(m-1,n)(m+n-3 nad m-2). R(m,n)R(m-1,n)+R(m,n-1)(m+n-3 nad m-2)+ +(m+n-3 nad m-1)=(m+n-2 nad m-1).

Veta (Ramseyova) : Pre ľubovoľné prirodzené m,n2  prirodzené číslo R(m,n) také, že rR(m,n) platí, že pri ľubovoľnom zafarbení hrán Kr dvoma farbami v ňom existuje jednofarebný podgraf Km prvej farby alebo Kn druhej farby. D: podľa predchádzajúcich viet je R(m,n) ohraničené zhora a je to celé číslo, zvyšok z def. R(m,n).

Systémy reprezentantov množín

Def. systém rôznych reprezentantov pre M : a=(a1,...,am), aiSi , aiaj pre ij M=(S1,...,Sm)

Veta (Hallova) : Pre systém M=(S1,...,Sm) existuje m-tica navzájom rôznych reprezentantov  zjednotenie ľubovoľných k množín obsahuje aspoň k prvkov. D: () MI(m) platí pre 1k<m. a) nech platí že mohutnosť zjednotenia ľub. k množín má aspoň k+1 prvkov. Vyberieme 1 a podľa IP pre zvyšných m-1 množín existuje systém reprezentantov. b) nech existuje k<m množín ktorých zjednotenie má k prvkov. Podľa IP majú systém reprezentantov. Zo zvyšných m-k množín musí pre ľubovoľných h existovať systém reprezentantov, lebo inak by bolo menej ako k+h prvkov čo je spor. Teda podľa IP má všetkých m množín systém rôznych reprezentantov.
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