Odvodzovanie v predikatovej logike
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Kazdy ¢lovek je smrtelny. "X (C(x) P S(x))
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pravidlo 1.
modus ponens



Mnoziny

Zakladné pojmy
MnoZina - subor objektov, ktoré maju nejaku spolocnu viastnost. MnozZiny oznacujeme velkymi
pismenami A, B, C...
Pr. mnoZina vSetkych Studentov v krazku 1mi
Objekty, ktoré tvoria mnoZinu, nazyvame prvkami danej mnoziny. Prvky mnoziny oznacujeme
malymi pismenami a,b, ...,X,y,z.
xI M - prvok x patri mnozine M
xI M - prvok x nepatri mnoZine M
Mnozinu mbzeme zadat’
vymenovanim prvkov napr. A={1,2,3,4,5}, B={a,b,c} pre konetné mnoZiny
definovanim spolo¢nej vlastnosti jej prvkov N, Z, Q, R, M={x|xI NUx3 15}, P={x| xI NU
2/x} Vo vSeobecnosti { x| P(x)}.
rekurzivne - neskor
Russelov paradox
Nekladli sme obmedzenie nato, aké objekty mézu byt prvkami mnoziny. Jedny mnoziny mézu byt
prvkami ing mnoZziny. Napriklad xI {x}, {x}1 {{x}} aebo xI {x{x}}. {1} je jednoprvkova
mnoZina. Zrejme plati, ze {1}1 {1}. Nech M={X|XT X}. N, Z, QT M. A ¢o M? S0 2 moznosti:
ak MT M, potom podr'a definicie mnoZziny M musi platit, Ze M1 M,
ak MT M, potom podr'a definicie mnoZziny M musi platit, Zze MT M.
TedaM nie je mnozina.
Pr. Holi¢ holi vSetkych tych, ktori saneholia sami a Ziadnych inych. Kto holi holi¢a?

Zakladné mnozinoveé vztahy a operacie

Nech A,B st 'ubovolné mnoziny.

MnoZina A sa rovna mnozine B prave vtedy, ak kazdy prvok mnozZiny A je sii¢asne prvkom
mnoZziny B akazdy prvok mnozZiny B je si¢asne prvkom mnoziny A.

A=B U " x ((xI A) b (xi B)) U((xI B) b (xI A)))

Mnozina A je podmnoZinou mnoZiny B (A jev inklUzii s B) préve vtedy, ak pre kazdy prvok z
mnoZiny A plati, e je prvkom mnoziny B. Al BU " x ((x A) b (xI B))

Ak Al B aexistuje prvok B, ktory niejev A, tak hovorime, Ze A jevlastna podmnozina B, Al B.
A=B U (Al BUBI A) ... vyuzivasapri dokazovani rovnosti mnozin.

Zjednotenim mnozin A, B nazveme mnoZinu vSetkych prvkov, ktoré patria aspon jednel z mnoZzin
A,B.AEB U " x ((xI A) U(xi B))

Prienikom mnoZzin A, B nazveme mnoZinu vSetkych prvkov, ktoré patria sicasne do oboch mnozin
A,BACBU %" x ((xI A)U(XI B))

Rozdielom mnozin A,B nazveme mnoZinu v&etkych tych prvkov mnoziny A, ktoré nepatriado B.
A-BUO ¥ x ((xI A)U@(xi B))

Symetrickou diferenciou mnozin A,B nazveme mnoZinu

ADB U ¥ x ((xI A) UG(xI B)) U((xi B) UG(xi A)).

Doplnkom mnoZiny A vzhladom namnoZinu U(Al U) nazveme mnoZinu v3etkych tych prvkov,
ktoré nepatria do mnoziny A. A€ U & x ((xI U) UG(xi A)).

U —univerzum, xI U ... vzdy pravda

Pr4zdna mnoZina (ozn. &) je mnoZina, ktora neobsahuje Ziaden prvok. xi 4 ... vzdy nepravda
Mnoziny A, B st digunktné, ak ACB=/A

Veta:

a) Prézdnamnozinaje podmnozinou 'ubovolng mnoziny.

b) Existuje pravejedna prazdna mnozina.



Dokaz:

a MAAU"x(xI Ab x A)), xI £jevzdy 0, tedaimplikéciaje pravdiva

b) Nech siidve prazdne mnoziny: £ aF . Podraa) plati /H F aF | AEaz toho vyplyva, ze A=F .
Vennove diagramy

:\ h T e *axqwm
Al B AEB ACB A-B ADB
Veta: a) A°=U-A b) A-B=ACB°.
Dokaz:

a) X’l‘ AC l’J df kompl'ementu (XT U) UQ(XT A) l’J df rozdielu X’l‘ U-A
b) xI A-B O e A)Ug(xi B)U (xi A) U@(xI BYU(xi U) U (xi A)U(xi BS) U

xI ACBC.
Zakladné mnozinové identity
idempotentnost’ AEA=A
ACA=A
komutativnost AEB=BEA
ACB=BCA
asociativnost’ AE (BEC)=(AEB)EC
AG(BCO)=(AGB)GC
distributivnost’ AC(BEC)=(ACB)E(ACC)

AE (BCC)=(AEB)C(AEC)

ACBI A,ACBI B
Al AEB, Bi AEB

de Morganove zékony  (AEB)©=A°C B°
(ACB)°=A°E B°

(A=A
AC/E=/E AEE=A
ACA®= /& AEA“=U

absorpené zékony AC(AEB)=A
AE(ACB) = A

Dokazy vyplyvaju z prislusnych identit vyrokovej logiky

Pr. DokéZeme, 7e (AEB)© = A° C B

xI (AEB)“U (xI U)U@(xi AEB)U (xT U)U@(xi AUxI B)U (xI U)U@(xi A)Ua(xi B))
U (xI U)UB(xT AUB(xI B)U ((xT U)U@(xi A)U(xT U)U@(xi B) U (xi A9YU(xi B
U xI A°CB®

Potenéna mnozina

Df. Nech je dana mnoZina M. Potenénou mnozZinou mnozZiny M nazveme mnoZinu vSetkych
podmnoZin mnoziny M. A (M) = {X| XI M}

Pr.

M={1} A (M) = {£ {1}}

M={12} A (M) ={A {1} {2} {1.2}}

M=AEA (M) ={A

Veta: Ak mnoZinaM méan prvkov, potom je potenénamnozina A (M) mé 2" prvkov.



Rekurzivne zadanie mnoziny

Pr. 1 MnoZinu prirodzenych ¢isel méZeme definovat’ g takto:

1. 1IN

2. prekazdéx, ak xi N, potom x+11 N

3. vNniejeni¢iné ¢osanedadostat’ z1. a2.

11 N podral. Ked'ze 11 N, potom podra2. 1+1(=2) T N. Ked’ze 21 N, potom podla 2. 2+1(=3)
T N.... Takto dostaneme v3etky prirodzené ¢isla. Keby sme nemali bod 3, tak g 0,5, 1,5, 2,5 by
mohlo patrit’ N.

Pr. 2 M - nezdporné parne cisa

1. Ol M

2. "x(xXI M b x+21 M)

3. Ni¢niejev M, ¢osanedadostat’ z 1. a2.

Pr. 3 P- péarne¢ida

1. Ol P

2. "x(xI Pp (x+2I PUx-21 P))

3. Ni¢niejev P, ¢osanedadostat’ z 1. a 2.

Typy dokazov

Matematicka indukcia
Ukazali sme si, Ze mnoZinu prirodzenych ¢isel moéZeme definovat’ rekurzivne, jg prvky mézeme
generovat’ zacingjic v 1 a pri¢itavanim 1. To vyuzivame pri dokazovani vlastnosti prirodzenych
Cisdl.
Ak chceme dokazat’, Ze pre vSetky prirodzené cislan® ng plati vliastnost’ P(n), robime nasledovné:
1. dokazeme, Ze P(ny) plati
2. indukény krok - dok&Zzeme, Ze pre 'ubovolné prirodzené ¢islo k3 ng, ak P(K) plati (indukény
predpoklad), potom plati g P(k+1)
Pr. Pre kazdé prirodzené ¢ido n plati: 1+2+...+n = n(n+1)/2
Dokaz:
1. pren=1, =1, P=1(1+1)/2=1, =P
2. nech" kI N plati: 1+2+...+k = k(k+1)/2
ukazeme, Zeto plati g pre k+1
L (preks1) = 1+2+..+k+(k+1) = k(k+1)/2 + (k+1) = (k+1)(k/2+1) = (k+1)(k+2)/2 = Pprek+1)
Pr. Pre ka?dé prirodzené ¢islon, 12+ 22+ ... +n’=n(n+1)( 2n+ 1)/6.
Dokaz:
1. n=1,1=1% P=1(1+ 1)(2*1 + 1)/6 = 1*2*3/6=1, L=P
4. nech" ki Nplati: 12+ 2°+ ... +k*=k(k +1)(2k + 1)/6
L prekeny =12+ 22+ .+ Ko+ (k+1)? = (12 + 2%+ ..+ KO) + (k+1)° = k(k+ 1)( 2k + 1)/6 +
(k+1)% = (k+1)(k(2k+1)+6(k+1))/6 = (k + 1 )(2k*+ 7k + 6)/6 = (k+1)(k+2)(2k + 3)/6 =
P (pre k+1)



