Predikatova logika

Predikat
Predikat je slovna predlioha (vzor), ktora popisuje vlastnost’ objektov alebo vzt'ah medzi objektami.
Pr.1

Obloha je modra. Moje pero je modré. Tvoje auto je modré. SU podla vzoru nieco je modré. Tato
frazaje modré je predikat - popisuje vlastnost’ bys modry. Predikaty zvykneme oznacovat’ velkymi
pismenami (napr. P, Q). Pomenujme nasS predikd je modré pismenom M. Potom vety, ktoré
vyjadruj i nieco je modré mdzeme zapisat’ ako M(x), kde x zastupuje F'ubovolny objekt.

Pr.2

Mama to natrela otcovi. Otec to natrel babke. Babka to natrela dedkovi. .... x to natrel y. Vzor ... to
natrel ... je predikat avyjadruje vztah medzi dvoma objektami. Oznacime ho napriklad N(x,y).

Pr.3
X je prvogislo, x>1, xUy, alb

Pri predikéte je dolezité stanovit’ univerzum — mnozinu objektov, ktoré nas zaujimaju. Univerzom
mbze byt’ R, N, Z, mnoZina vSetkych Studentov v tejto triede, mnozina vSetkych aut na parkovisku.

Kvantifikatory

Predikét sam o sebe edte nie je vyrok. Napriklad tvrdenie x>1 nie je vyrok. Aby sme z predikétu
spravili vyrok, m6zeme bud’ nahradit’ premennt x konkrétnou hodnotou (5>1) alebo kvantifikovat’
premennu pouZitim kvantifikatora.

V&eobecny kvantifikéator "

" x P(x) — pre kazdy objekt x z univerzaplati P(x) (pre v3etky x plati P(x))
Pr.

"X (x>1)

a) nech univerzum je Z, potom" x (x>1) je nepravdivy vyrok

b) nech univerzum je{5,6,7,...}, potom" x (x>1) je pravdivy vyrok

Pr.

Vetu VSetky auta maju kolesa. méZeme zapisat’ do vyrokovej formy " x P(x), kde univerzum je
mnoZzina alt a P(x) je predikat vyjadrujdci x ma kolesa.

Existenény kvantifikéator

$x P(X) — pre ngjaky objekt z univerza plati P(x).

Pr.

$x (x>1)

a) nech univerzum je Z, potom $x (x>1) je pravdivy vyrok

b) nech univerzum si zaporné cisla, potom $x (x>1) je nepravdivy vyrok
Pr.

Vetu Niekto ra ma rad. mdzeme zapisat’ do vyrokovel formy $x P(x), kde univerzum je mnoZzina
'udi a P(x) je predikét vyjadrujlci x ra ma réad.

Kvantifikatory na kone¢nych mnozinach

Ak univerzum je kone¢namnozina{ay,, ..., a}, tak

" X P(x) = P(ay) UP(a) U ...UP(a,)

$x P(x) = P(ay)) UP(&) U ... UP(a)



Pr.

Univerzum D={2,3,4,5,6}

"x(x>4)= 224 U 34 U 44 U 554 U 624 =0
0 0 0 1 1

$x (x>4) = 24 U 34 U 44 U 54 Uy 624 =1

Pr.

Univerzum A

"x(x>4)tz." x (Xl £p x>4)=1

$x (x>4) t.z. $x (xI £Ux>4) =0

Formula predikatovej logiky (logicky vyraz)
Df. Formula predikatove logiky (logicky vyraz)
1. Kazdy predikét s nula alebo viac premennymi je formula.
2. Ak a ab siformuly ax je premenna, potom formulami st gj:
a aUb,aUb,ab b,aU b
b) " x(a), $x (a)
Pr.
" x P(x) U" x Q(X)
" x (P(x) U$x Q(x))
Viazané a voPné premenné
Premenna vo vyrokove formule je viazand, ak je kvantifikovana alebo je jg priradena konkrétna
hodnota. Premenna, ktor& nie je viazana, je voPna. Oblast’ platnosti kvantifikétora — bud’ je dana
zétvorkami, alebo plati len pri ngjblizSom predikéte.
Pr.
$x P(x,y) —x jeviazang, y je vol'na
"X [$y P(x, y) UQ(X, y) ] —x ay st viazané v P(x,y), y jevornav Q(x.y), lebo platnost’ $y sa
viaze len naP(x, y). Oblast’ platnosti " x je [$y P(x, y) UQ(X, ) ].
Interpretacia formuly

Formula vo vSeobecnosti nie je vyrok. Uvazujme napriklad o formule’ x P(x). Nech P(x) znamenax
je nezaporné celé ¢iso. Formula je pravdiva, ak univerzum je napriklad{ 1,3,5}, {2,4,6} aebo N,
nepravdiva ak univerzum je napriklad {-1,3,6} alebo Z. Pravdivostna hodnota formuly teda zavisi
od univerza a Specifikécie predikatov.

Interpretécia formuly znamen&

1. 3pecifikécia univerza (neprazdnej oblasti D)

2. 3pecifikécia predikétov (priradenie predikatu kazdému symbolu predikatu)

3. priradenie hodnét vietkym volnym premennym

Pr.
P(x,y) P $z (P(x,z) UP(z,y))
1. D=R 1. D=N
2. P(x,y) ° x<y 2. P(x,y) ° x<y
3. xiRylIR 3. xi N,y N
x<y b $z (x<z Uz<y) x<y b $z (x<z U z<y)
5<8b $z(5<zUz<8)...1 5<6b $z(5<zUz<6) ... 0




1. D={ab,c}

2. P(x,y) je dané tabul'kou

y | P(xy)

i)

$z (P(x,2) UP(z,y)) dévod
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Formula sa nazyva vSeobecne pravdivou, ak je pravdiva pre kazdu interpretéciu.

Negacia kvantifikatorov
@' x P(x) = $x (BP(x)) ... Nie je pravda, Ze kazdy je &astny. = Niekto je neXtastny.
@$x P(x) =" x (BP(x)) ... Neexistuje osoba, ktora je Sastna. = VSetci si nest’astni.

Poradie kvantifikatorov

"x"ya="y"xa
$xPya =%y Px a
$x"yab "y$xa
Pr.

P(x,y) °x<y, D=R

Kvantifikatory rovnakého druhu mozno prehadzovat’.
Rézne kvantifikatory nemozno prehadzovat’.

" X By P(X,y) pre kazdé ¢ido x, existuje ¢ido y, ktoré je vacSie ako ¢islo x pravda
Sy " x P(x,y) existuje cido y takeé, Ze vsetky ¢isla st od neho vacsie nepravda
Pr. Pr.
D =N, x<y D —mnoZina l'udi, O(x,y) —X je otcomy
"X'yx<y |0 "x"yO(x,y) |0 | prekazdeho ¢lovekanplati, ze kazdy je mu dieta
"y'xx<y |0 "y'x O(x,y) | 0 | prekazdeclovekanplati, ze kazdy je mu otcom
$y" xx<y |0 $y" x O(x,y) | 0 | existujeclovek, Ze kazdy je mu otcom
"xPyx<y |1 " x$y O(x,y) | O | prekazdeho clovekaexistuje dieta
$x"yx<y |0 $x" yO(x,y) | O | existujeclovek, Ze vSetci st jeho deti
"y$xx<y |0 "y$x O(x,y) |1 | prekazdeho cloveka existuje otec
Py$x x<y |1 Sy$x O(x,y) |1 | existujeclovek, ktoré maotca
xPyx<y |1 $x$y O(x,y) |1 | existujeclovek, ktory madieta

Kvantifikatory a spojky

Lo

N w N

" x (P)UQX)) U (" x P)U" x Q(x))]
- (" xPX)U" x Q(x)) P " x (P)UQ(x))

$x (PX)UQ(x)) U ($x P(x) USx Q(x))
$x (PX)UQ(x)) b ($x P(x) U$x Q(X) )




Pr.
Nech P(x) . X je bohaty, Q(X) ... x je &’astny, D —T'udia
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Nech Q neobsahuje x ako volnd premennd.
"X (PX)UQ) U (" x Px) UQ)

2. ("xPX)UQ)U "x(Px)UQ)

3. $x (PX)UQ) U ($x P(x) UQ)

4. $x (PX)UQ) U ($x P(x) UQ)

Premenovavanie viazanych premennych

"xa="ya',$xa=%ya’... ak a nemavolrne vyskyty premenngj x, méZzem x nahradit’

Pr.

$x P(x,y), nech P(x,y) = x<y

X mézem premenovat’ naz; $z P(z)y) ... mdze byt 0,1, zavisi od y

X nemozem premenovat’ nay; $y P(y,y) ... 0

Dosadzovanie za volné premenné

J (x) =$y(x =y+y)

j (7)=%y(7=y+y) ... ok

i (y) =3y(y = y+y) ... zle— zavol'ni premenni nemdzem dosadit’ viazan(

Prenexny tvar

Vycdisteny vyraz

Formula sa nazyva vydistenou, ak Ziadne dva kvantifikétory nepouzivajl rovnakd premennu
aZiadny kvantifikétor nepouziva premennu, ktora méa aj vorny vyskyt v danej formule.

Prenexny tvar

Vycisteny vyraz, vsetky kvantifikétory st na zaciatku.

Pr.

Zapisme formulu " x P(x) U $x @P(x) v prenexnom tvare.

" x P(x) U$x @P(x) =Premendem = prx) U Sy @P(y) = $y( " x P(x) UBP(y)) = $y" x (P(x) U BP(y))



