
Texty k přednáškám
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6.1 Středńı hodnota, rozptyl a kovariance (Skripta str. 52) . . . . . . . . . . . . . 33
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7.5 Diskrétńı rovnoměrné rozděleńı (Skripta str. 58) . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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8.7 Rozděleńı χ2 (Skripta str. 63) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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1 Úvod

Základńı situace, kterou zde budeme zkoumat, je následuj́ıćı.

Sledujeme určitý proces a na něm pozorujeme výsledky. Např.:

• Sledujeme dopravńı komunikaci v jednom pevném mı́stě a zaznamenáváme intenzitu
dopravńıho proudu (počet vozidel, která projedou za jednu hodinu).

• Sledujeme řidiče přij́ıžděj́ıćı na křižovatku a měř́ıme dobu, za kterou přehlédnou situaci
v celé křižovatce.

• Dotazujeme se náhodně vybraných občan̊u na jejich věk a zaměstnáńı.

Všimněme si hned prvńı situace - měřeńı intenzity provozu:

Proces tvoř́ı proj́ıžděj́ıćı auta na sledovaném mı́stě. Zde nemáme na mysli žádné konkrétńı
auto ani dobu měřeńı. Auta tudy proj́ıžděj́ı náhodně a v náhodně vybranou minutu sledováńı
můžeme naměřit libovolnou intenzitu (samozřejmě nezápornou a nějak shora omezenou).
Proces lze reprezentovat množinu všech možných hodnot, které na něm lze změřit.

Data je množina intenzit, které jsme źıskali opakovaným měřeńım. Tato data se již
samozřejmě týkaj́ı konkrétńıch okamžik̊u měřeńı a tedy i konkrétńıch aut, která zde
proj́ıžděla.

Proces, jako množina všech možných hodnot, je většinou tak velký, že je nemožné, nebo
alespoň nevhodné, zkoumat všechny jeho prvky. Data, která na procesu změř́ıme (nebo se
na ně dotážeme) o souboru vypov́ıdaj́ı. Je však třeba mı́t na paměti, že:

1. Data nemohou proces postihnout dokonale, ale vypov́ıdaj́ı o něm vždy s určitou chybou.

2. To, co z dat odvod́ıme (a tedy i chyba s kterou to odvod́ıme) záviśı na jejich konkrétńım
výběru. Vybereme-li náhodně nová data, dostaneme trochu jiný výsledek.

Ćılem statistiky bude právě odhad vlastnost́ı procesu z měřených dat, ale také odhad chyby,
které jsme se mohli dopustit.

V následuj́ıćım odstavci se budeme zabývat daty a jejich popisem.

1.1 Datový soubor a jeho popis (Skripta str. 10)

Statistická jednotka je objekt, který zkoumáme.

Statistická veličina je vlastnost objektu, kterou zkoumáme.

Datový soubor je množina změřených (pozorovaných) hodnot statistické veličiny.
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Tř́ıděńı datového souboru je zápis souboru pomoćı hodnot (interval̊u hodnot) dat
a jejich četnost́ı.

P ř ı́ k l a d: Dotázali jsme se 10 občanů na jejich věk, zaokrouhlený na celé deśıtky. Obdrželi jsme
data

50, 50, 30, 40, 60, 30, 50, 60, 30, 50.

Statistická jednotka je občan. Statistická veličina je věk, zaokrouhlený na deśıtky. Datový
soubor tvǒŕı hodnoty, které jsme obdrželi jako odpovědi. Tř́ıděný datový soubor je dán tabulkou

hodnota 30 40 50 60

četnost 3 1 4 2

P ř ı́ k l a d: Každou hodinu mě̌ŕıme intenzitu dopravńıho proudu na dálnici D1. Po 15 mě̌reńıch
jsme źıskali data

10, 12, 31, 63, 59, 65, 52, 61, 72, 65, 44, 51, 69, 65, 54.

Statistická jednotka je dálnice D1 v ḿıstě mě̌reńı. Statistická veličina je intenzita dopravńıho
proudu. Datový soubor jsou namě̌rené hodnoty. Tř́ıděný datový soubor pro intervalové ťŕıděńı
s intervaly I1 = (0; 19), I2 = (20; 39), I3 = (40; 59), I4 = (60; 79) je v tabulce

interval I1 I2 I3 I4

četnost 2 1 5 7

Po z n á mka: Tabulka četnost́ı zobrazená ve sloupcovém grafu se nazývá histogram.

Po z n á mka: Jestlǐze mı́sto absolutńıch četnost́ı použijeme relativńı četnosti, tj. absolutńı
četnosti dělené celkovým počtem měřeńı, dostaneme tzv. empirickou hustotu pravděpodob-

nosti . O hustotě pravděpodobnosti budeme hovořit později.

1.2 Charakteristiky datových soubor̊u

Datový soubor je obrovská a nepřehledná množina č́ısel. Charakteristiky ukazuj́ı konkrétńı
vlastnosti datového souboru, jako např. pr̊uměr, proměnlivost, rozsah hodnot apod.

1.3 Kvantily (Skripta str. 23)

α-kvantil je hodnota, která děĺı uspořádaný datový soubor na dvě části tak, že hodnot
menš́ıch než kvantil je α·100% (a větš́ıch hodnot je (1− α)·100%).

Dolńı kvartil (prostředńı kvartil, horńı kvartil) je 0.25-kvantil (0.5-kvantil,
0.75-kvantil).
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P ř ı́ k l a d: Datový soubor 5 8 3 2 6 5 9 4 8 4 nejďŕıve uspǒrádáme 2 3 4 4 5 5 6 8 8 9

a urč́ıme:

0.15-kvantil je 2.5 (15% je mezi 2 a 3 - bereme pr̊uměr), dolńı kvartil je 3.5, prostředńı kvartil

je 5 a horńı kvartil je 8.

1.4 Charakteristiky polohy (Skripta str. 24–26)

Pr̊uměr je součet hodnot datového souboru dělený jejich počtem.

P ř ı́ k l a d: Datový soubor je xi, i = 1, 2, . . . , n. Pr̊uměr je

x =
1
n

n∑

i=1

xi.

Tř́ıděný datový soubor s hodnotami Xi a četnostmi ni, i = 1, 2, . . . , N . Pr̊uměr je

x =
1
N

N∑

i=1

Xini.

Po z n á mka: Pod́ıly ni/n = pi jsou relativńı četnosti a odpov́ıdaj́ı pravděpodobnostem jed-
notlivých hodnot. Po dosazeńı do předchoźıho vzorce dostaneme x =

∑N
i=1 Xipi. Toto vyjádřeńı

pr̊uměru odpov́ıdá vzorci pro středńı hodnotu (bude!).

Medián je prostředńı kvartil datového souboru, tj hranice, která děĺı uspořádaný datový
soubor na dvě stejně velké části.

P ř ı́ k l a d: Pro datový soubor 1 1 2 3 3 5 6 7 9 9 9 (s lichým počtem členů) je to prosťredńı
hodnota, tedy 5. Pro datový soubor 1 1 2 3 3 5 6 7 9 9 se sudým počtem členů je to pr̊uměr ze
dvou členů uprosťred, tedy (3 + 5)/2 = 4. Pro ťŕıděný datový soubor je ťreba se zamyslit:

Xi 3 5 8

ni 7 5 12.

Dohromady je 7 + 5 + 12 = 24 hodnot. To je sudý počet, prosťredńı budou 12. a 13. hodnoty v pǒrad́ı.

V prvńı skupině je 5 - to je málo, v prvńı a druhé je 7+5 = 12 a to je akorát. Prosťredńı hodnoty budou

5 a 8 a tedy medián je 6.5.

Modus je hodnota datového souboru s největš́ı četnost́ı.

P ř ı́ k l a d: Pro datový soubor 2 6 2 5 3 2 5 je modus 2 protože dvojka se v souboru vyskytuje

nejčastěji.

1.5 Charakteristiky variability (Skripta str. 27–30)

Rozpět́ı je rozd́ıl mezi minimálńı a maximálńı hodnotou datového souboru.
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P ř ı́ k l a d: Pro datový soubor 2 6 2 5 3 2 5 je rozpět́ı rovno 6− 2 = 4.

Výběrový rozptyl udává proměnlivost hodnot datového souboru. Pro soubor s hodnotami
xi, i = 1, 2, . . . , n je dán vzorcem

s2 =
1

n− 1

n∑

i=1

(xi − x)2 nebo
n

n− 1
(x2 − x2),

kde v druhém vzorci (tzv. výpočetńı vzorec): x je pr̊uměr všech hodnot x a x2 je pr̊uměr
kvadrát̊u x.

Rozptyl je podobný výběrovému rozptylu s t́ım rozd́ılem, že součet kvadrát̊u se děĺı
počtem dat n a ne počtem zmenšeným o jedničku.

P ř ı́ k l a d: Výpočet pr̊uměru a rozptylu je nejlépe provést v tabulce (nap̌r. tabulkovém procesoru
EXCEL)

xi xi − x (xi − x)2

. . . . . . . . .
Pr̊uměr x — 1

n

∑n
i=1(xi − x)2
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2 Pravděpodobnost

Než přistouṕıme k definici pravděpodobnosti , uvedeme základńı matematické struktury,
o které se definice oṕırá.

2.1 Základńı pojmy (Skripta str. 33)

Základem všech úvah klasické pravděpodobnosti je náhodný pokus a jeho výsledky .

Náhodný pokus je určitý experiment, který i za relativně stálých podmı́nek dává r̊uzné
výsledky.

P ř ı́ k l a d: 1. Hod minćı s výsledky ”Rub” a ”Ĺıc”. 2. Hod kostkou s výsledky z množiny

{1,2,. . . ,6}. 3. Doba životnosti p̌ŕıstroje s výsledky z R+ atd.

Základńı prostor Ω je množina všech bezprostředńıch výsledk̊u náhodného pokusu. Tyto
výsledky považujeme za dále nedělitelné a nazýváme je elementárńı jevy .

Po z n á mka: Vezmeme-li např́ıklad pokus hod kostkou, budou bezprostředńımi výsledky
přirozená č́ısla od 1 do 6. To ale nejsou všechny výsledky, které nás mohou zaj́ımat. M̊užeme se
ptát např na výsledek ”padne sudé č́ıslo”, který sice neńı bezprostředńım výsledkem, ale určitým
výsledkem pokusu jistě je. Všimněme si, je zmı́něný výsledek m̊užeme vyjádřit jako množinu
bezprostředńıch výsledk̊u {2, 4, 6}, které jej splńı (tedy nastane-li libovolný z nich, řekneme, že náš
výsledek nastal - padne-li 4, padlo sudé č́ıslo).

Náhodný jev je libovolná podmnožina základńıho prostoru Ω.

Po z n á mka:

1. Náhodnými jevy jsou i prázdná množina (tzv. jev nemožný - výsledek, který nem̊uže nikdy
nastat) a celá množina Ω (tzv. jev jistý - jev, který nastane vždy). Např́ıklad: ”padne -1” a
”padne menš́ı než 10”.

2. Náhodnými jevy jsou i jednoprvkové podmnožiny, a tedy elementárńı jevy jsou také náhodnými
jevy.

3. Výsledek pokusu lze vyjádřit bud’ pomoćı výroku ”padne sudé č́ıslo” nebo pomoćı odpov́ıdaj́ıćı
množiny elementárńıch jev̊u {2, 4, 6}. Množinové vyjádřeńı je jediné, zat́ımco slovńıch
(výrokových) vyjádřeńı téže skutečnosti m̊uže být několik. Např. výroky ”padne necelé č́ıslo”,
”padne záporné č́ıslo”, ”padne věťśı než 6” maj́ı jediné množinové vyjádřeńı ∅.

Jevové pole A je množina všech možných jev̊u, tedy množina všech podmnožin základńıho
prostoru.

Po z n á mka: Po pravdě řečeno, jevové pole nemuśı být množina úplně všech podmnožin
základńıho prostoru. Stač́ı, jestlǐze je to neprázdný systém podmnožin Ω, splňuj́ıćı dvě podmı́nky
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1. je uzavřený na doplňky, tj. je-li A ∈ A pak i A′ ∈ A,

2. je uzavřený na sjednoceńı, tj. je-li spočetný systém jev̊u Ai ∈ A, pak take
⋃

Ai ∈ A.

Z těchto dvou podmı́nek plyne i uzavřenost na pr̊uniky a skutečnost, že jevové pole muśı vždy
obsahovat prázdnou množinu i celý základńı prostor. (Dokázat!)

2.2 Definice pravděpodobnosti

De f i n i c e 2.1 (Axiomatická pravděpodobnost (Skripta str. 36))

Pravděpodobnost je reálná funkce P : A → R definovaná na jevovém poli A, splňuj́ıćı
následuj́ıćı podmı́nky:

1. je nezáporná, tj. P (A) ≥ 0, ∀A ∈ A,

2. je normovaná, tj. P (A) ≤ 1, ∀A ∈ P a P (Ω) = 1,

3. je σ aditivńı, tj. pro spočetný systém jev̊u, takových že Ai ∩ Aj = ∅ pro i 6= j plat́ı
P (

⋃
k Ak) =

∑
k P (Ak).

Komentář k definici

1. Uvedená axiomatická definice pravděpodobnosti neř́ıká, jaké budou hodnoty pravděpo-
dobnosti jednotlivých jev̊u, ale pouze vymezuje, jaké vlastnosti muśı mı́t funkce, aby
mohla být nazvána pravděpodobnost́ı. Návod na přǐrazeńı hodnot pravděpodobnost́ı
dávaj́ı definice klasická a statistická. Ty uvedeme vzápět́ı.

2. Trojice objekt̊u (Ω,A, P ) se nazývá pravděpodobnostńı prostor a představuje úplný
popis zkoumaného náhodného pokusu.

3. Všimněte si, že popisem náhodného pokusu neńı určeńı správného výsledku (jako třeba
při řešeńı lineárńı rovnice), ale pouze vyjmenováńı všech možných výsledk̊u a přǐrazeńı
pravděpodobnost́ı, se kterou jednotlivé výsledky nastanou.

P ř ı́ k l a d: Uvažujme pokus: hod nepoškozenou minćı. Potom bude

Ω = {R,L}, A = {∅, {L}, {R}, {R,L}}
a pravděpodobnost P , která je definována na množině A urč́ıme tak, že p̌rǐrad́ıme pravděpodobnosti
jednotlivým prvk̊um Ω (elementárńım jev̊um, bezprosťredńım výsledk̊um). Využijeme skutečnosti, že jsou
nedělitelné (tj. nemaj́ı nic společného a tedy jsou disjunktńı) a podle 3. axiomu bude pravděpodobnost
každého jevu dána součtem pravděpodobnost́ı jeho elementárńıch jev̊u, které obsahuje. Tedy, je-li J ∈ A
jev, pak

J ∅ {R} {L} {R, L}
P (J) 0 0.5 0.5 1
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De f i n i c e 2.2 (Klasická pravděpodobnost (Skripta str. 32))

Za předpokladu, že

1. náhodný pokus má konečný počet bezprostředńıch výsledk̊u,

2. každý bezprostředńı výsledek je stejně pravděpodobný,

je pravděpodobnost P jevu J dána vzorcem

P =
m

n
, (1)

kde m je počet možných bezprostředńıch výsledk̊u, při kterých nastane jev J a n je počet
všech bezprostředńıch výsledk̊u.

Komentář k definici

1. Klasická definice provád́ı výpočet hodnot pravděpodobnosti jednotlivých jev̊u, a to na
základě teoretického rozboru pokusu. Určené pravděpodobnosti jsou ”přesné” v tom
smyslu, že pokaždé, když tuto pravděpodobnost poč́ıtáme, dostaneme stejný výsledek.
Nevýhodou této definice je, že při složitěǰśım pokusu je teoretický rozbor př́ılǐs složitý.

P ř ı́ k l a d: Určete pravděpodobnost jevu ”padne sudé č́ıslo” p̌ri jednom hodu nepoškozenou
kostkou.

Jev ”padne sudé č́ıslo” je reprezentován množinou {2, 4, 6}. Jsou tedy ťri možnosti, jak tento jev

nastane, a tedy m = 3. Celkový počet bezprosťredńıch výsledk̊u je n = 6 (šest možných č́ısel p̌ri hodu

kostkou). Proto je P = m/n = 3/6 = 1/2.

De f i n i c e 2.3 (Statistická pravděpodobnost)

Jestliže provedeme N pokus̊u a jev J při nich nastane N1 krát, definujeme pravděpodobnost
P jevu J takto

P =
N1

N
. (2)

Komentář k definici

1. Statistická definice se při výpočtu pravděpodobnosti oṕırá o experimenty. Proto je
jednoduchá, což je jej́ı veliká výhoda. Výsledek, který dostaneme ale neńı ”úplně
přesný”. Provedeme-li dvě stejné série pokus̊u, dostaneme pokaždé jinou hodnotu prav-
děpodobnosti a ta se ještě bude lǐsit od klasické. Statistické zákony ale zaručuj́ı, že
statistická a klasická hodnota pravděpodobnosti lež́ı ”bĺızko” sebe.

P ř ı́ k l a d: Uvažujme stejný pokus jako pro klasickou definici, tj. hod kostkou, a sledujme prav-
děpodobnost jevu ”padne sudé č́ıslo”.

V tomto p̌ŕıpadě ale neanalyzujeme možnosti, jak může padnout sudé č́ıslo, ale prostě háźıme. Provedeme

nap̌r. N = 100 hodů a jestliže p̌ri nich padlo nap̌r. N1 = 52 krát sudé č́ıslo, pak řekneme, že statistická

pravděpodobnost padnut́ı sudého č́ısla je P = 52/100 = 0.52.
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2.3 Př́ıklady

P ř ı́ k l a d 1: Uvažujme pokus postupného losováńı dvou korálk̊u z krabice, kde je 5 b́ılých a 3 modré
korálky. Losováńı provád́ıme s vráceńım prvńıho vylosovaného korálku. Chceme určit pravděpodobnost,
že oba vybrané korálky budou b́ılé. ♦
Označ́ıme b b́ılý a m modrý korálek. Potom

Ω = {[b, b], [b,m], [m, b], [m,m]}

A = {∅, {[b, b]}, {[b,m]}, {[m, b]}, {[m,m]},
{[b, b], [b, m]}, {[b, b], [m, b]}, {[b, b], [m, m]}, {[b, m], [m, b]}, {[b,m], [m,m]}, {[m, b], [m,m]},
{[b, b], [b,m], [m, b]}, {[b, b], [b,m], [m,m]}, {[b, b], [m, b], [m,m]}, {[b, m], [m, b], [m,m]},

{[b, b], [b,m], [m, b], [m, m]}}
Pravděpodobnosti jednotlivých jev̊u urč́ıme takto: Při prvńım tahu je 5 p̌ŕıznivých pro b́ılý a 3 p̌ŕıznivé
pro modrý, celkem je 5 + 3 = 8 možnost́ı, Bude tedy P (b) = 5/8 a P (m) = 3/8. Protože po prvńım
tahu korálek vrát́ıme, je p̌ri druhém tahu situace zcela stejná, a tedy i pravděpodobnosti jsou stejné.
Použit́ım pravidla součinu dostáváme: pravděpodobnost b́ılý a b́ılý je

P ([b, b]) = P (b)P (b) =
5
8

5
8

=
25
64

.

Podobně bychom určili i pravděpodobnosti ostatńıch elementárńıch jev̊u, tj. jednotlivých uspǒrádaných
dvojic. Pravděpodobnosti daľśıch jev̊u (tj. skupin elementárńıch jev̊u) dostaneme sečteńım pravděpodob-
nost́ı všech elementárńıch jev̊u, které sledovaný jev obsahuje. Tedy nap̌r. pravděpodobnost jevu ”prvńı
b́ılý” (který obsahuje elementárńı jevy [b, b] a [b,m] bude

P ({[b, b], [b,m]}) =
5
8

5
8

+
5
8

3
8

=
5
8
.

Poznámka: Tuto pravděpodobnost lze také spoč́ıtat jako ”prvńı b́ılý” a ”druhý cokoliv”, tj 5
8·1.

P ř ı́ k l a d 2: Uvažujme nyńı stejnou situaci jako v p̌redchoźım p̌ŕıkladě, ale s t́ım rozd́ılem, že
prvńı vytažený korálek nevrát́ıme. ♦
V tomto p̌ŕıpadě se bude situace v prvńım a druhém tahu lǐsit (jeden korálek bude vybrán a bude v
druhém tahu chybět). Tažeńı nap̌r. b́ılého v prvńım tahu můžeme označit stejně jako minule b (zde jsou
situace shodné). Tažeńı b́ılého v druhém tahu muśıme ale označit b|b, nebo b|m, protože chyb́ı bud’ b́ılý,
nebo modrý korálek (čteme: b́ılý, za podḿınky, že v prvńım tahu byl vybrán b́ılý, atd.). Pravděpodobnosti
prvńıho tahu budou stejné, jako v p̌redchoźım p̌ŕıkladě. Pravděpodobnosti druhého tahu (tzv. podḿıněné
pravděpodobnosti) budou P (b|b) = 4

7 , P (b|m) = 5
7 , P (m|b) = 3

7 a P (m|m) = 3
7 . Pravděpodobnost

oba b́ılé pak logicky bude: pravděpodobnost b́ılý v prvém tahu a (krát) pravděpodobnost b́ılý v druhém
tahu, za podḿınky b́ılého v prvém tahu, tj.

P ([b, b]) = P (b)P (b|b) =
5
8

4
7

=
5
14

.

Pravděpodobnost ”prvńı b́ılý” bychom dostali takto

P ({[b, b], [b,m]}) = P (b)P (b|b) + P (b)P (m|b) =
5
8

4
7

+
5
8

3
7

=
5
8
.
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P ř ı́ k l a d 3: Sledujeme dobu čekáńı na tramvaj, která jezd́ı p̌resně v pětiminutovém intervalu, za
p̌redpokladu, že naše p̌ŕıchody na zastávku jsou zcela náhodné. ♦
V našem pokuse, který spoč́ıvá v mě̌reńı doby, která uplyne od našeho p̌ŕıchodu do p̌ŕıjezdu tramvaje,
jsou dvě krajńı situace: ”čekáme 0 minut”, když tramvaj právě p̌rijela a ”čekáme 5 minut”, když tramvaj
právě ujela. Ostatńı doby čekáńı muśı ležet někde mezi těmito dvěma mezemi. Je tedy

Ω = 〈0, 5〉.

A je množina všech podmnožin Ω. Jsou to jevy typu: ”budeme čekat méně než a”, ”budeme čekat
v́ıce než b”, ”budeme čekat méně než c nebo v́ıce než d” a pod. Obecně jsou to tedy všechny uzav̌rené
i otev̌rené podintervaly intervalu 〈0, 5〉, jejich sjednoceńı a pr̊uniky.

Protože naše p̌ŕıchody na zastávku jsou zcela náhodné, budou ”všechny možné doby čekáńı stejně prav-

děpodobné”. Proto pravděpodobnost jevu reprezentovaného intervalem (nebo sjednoceńım interval̊u)

dána jeho relativńı délkou, tj, jeho délkou (nebo součtem délek) dělenou maximálńı délkou intervalu,

což je 5. Tedy pravděpodobnost, že budeme čekat maximálně jednu minutu, je P (〈0, 1〉) = 1
5 = 0.2.

Po z n á mka: Posledńı uvedený př́ıklad se týká ”spojitého pokusu”, kdy základńı prostor je
množina nespočetná. Všimněme si, pravděpodobnost každého jediného bezprostřeńıho výsledku je
nula. Jestlǐze je nespočetně mnoho možných výsledk̊u, pak skutečně pravděpodobnost, že nastane
právě jeden z nich je nulová. Prakticky má tedy smysl mluvit ne o pravděpodobnosti bodu, ale pouze
o pravděpodobnosti intervalu.
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3 Náhodné jevy (Skripta str. 33-43)

Náhodné jevy jsou hlavńım předmětem našeho zájmu při zkoumáńı náhodného pokusu. Jsou
to právě ty otázky, na které si chceme v pravděpodobnostńım smyslu odpovědět. Tedy ne
zda pokus dopadne určitým zp̊usobem, ale s jakou pravděpodobnost́ı tak dopadne. Proto se
pod́ıváme bĺıže na poč́ıtáńı s jevy a určováńı jejich pravděpodobnost́ı.

3.1 Možná vyjádřeńı jev̊u

1. Jev je výrok o výsledku náhodného pokusu. Např. při hodu kostkou: J1 : ”padne sudé
č́ıslo”, J2 : ”padne větš́ı než 6”, J3 : ”padne iracionálńı č́ıslo”.

2. Jev je množina bezprostředńıch výsledk̊u pokusu, pro které je výrok o jevu pravdivý.
Např. J1 = {2, 4, 6}, J2 = J3 = ∅.

Po z n á mka: Všimněme si, že množinové pojet́ı jev̊u je vhodněǰśı nejen pro daľśı práci s jevy
(s množinami se lépe pracuje než s výroky), ale také proto, že je jednoznačné. Vı́ce r̊uzných výrok̊u
m̊uže označovat stejnou skutečnost, jejich množinové vyjádřeńı je však jediné.

3.2 Operace s jevy (Skripta str. 34)

Nadále budeme jevy chápat jako množiny. Zaj́ımá nás proto, jaký význam na nich maj́ı
operace doplněk , pr̊unik a sjednoceńı .

Jev opačný je jev, jehož množinové vyjádřeńı je doplňkem jevu p̊uvodńıho.

P ř ı́ k l a d: Jev opačný k jevu ”padne sudé č́ıslo” je jev ”padne liché č́ıslo”, protože {1, 3, 5} =
{2, 4, 6}′ = {1, 2, 3, 4, 5, 6} − {1, 3, 5}.

Pr̊unik (dvou) jev̊u je jev, jehož množinové vyjádřeńı je pr̊unik množinových vyjádřeńı
(obou) jev̊u.

P ř ı́ k l a d: Pr̊unik jev̊u ”padne sudé” a ”padne menš́ı než 5” je jev {2, 4} = {2, 4, 6}∩{1, 2, 3, 4}.
Po z n á mka: Pr̊unik dvou jev̊u obsahuje právě ty bezprostředńı výsledky pokusu, které splńı
oba p̊uvodńı jevy. Vyjadřuje tedy současné nastoupeńı obou jev̊u a lze jej vyjádřit výrokem: ”nastane
prvńı jev a současně i druhý jev”.

Sjednoceńı (dvou) jev̊u je jev, jehož množinové vyjádřeńı je sjednoceńım množinových
vyjádřeńı (obou) jev̊u.

P ř ı́ k l a d: Sjednoceńım jev̊u ”padne sudé č́ıslo” a ”padne věťśı než 2” je jev {2, 3, 4, 5, 6} =
{2, 4, 6} ∪ {3, 4, 5, 6}.

Neslučitelné jevy Jevy J a K jsou neslučitelné, jestliže plat́ı J ∩K = ∅.
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P ř ı́ k l a d: Jevy ”padne sudé” a ”padne liché” jsou neslučitelné, protože {2, 4, 6} ∩ {1, 3, 5} = ∅.

Na základě těchto operaćı převzatých z teorie množin zavedeme ještě jeden pojem, který již
nemá přesnou množinovou analogii a je čistě pravděpodobnostńı.

Podmı́něný jev Uvažujme dva jevy J a K. Jevem J , podmı́něným jevem K nazveme jev
J |K a rozumı́me j́ım jev J za podmı́nky, že v́ıme (někdo nám to třeba prozradil), že nastal
jev K.

P ř ı́ k l a d: Jev ”padlo sudé” | ”padlo menš́ı než 4” je {2}, protože vyb́ıráme sudé z množiny

{1, 2, 3} a to je jen dvojka.

Po z n á mka: Je zřejmé, že v podmı́něném jevu J |K jsou jen elementárńı jevy z pr̊uniku obou
jev̊u (nemohlo nastat nic jiného, než je v K). Jako př́ıznivé možnosti pro výpočet pravděpodobnosti
bereme prvky pr̊uniku J ∩ K, jako všechny možné bereme jen prvky jevu K (jevu z podmı́nky),
protože nic jiného nemohlo nastat.

3.3 Pravděpodobnosti jev̊u (Skripta str. 37)

Pravděpodobnost opačného jevu J ′ k jevu J je P (J ′) = 1− P (J).

Pravděpodobnost pr̊uniku jev̊u J a K se znač́ı P (J,K) = P (J ∩ K) a nazývá se
sdružená pravděpodobnost .

Pravděpodobnost sjednoceńı jev̊u J a K je

P (J ∪K) = P (J) + P (K)− P (J,K).

Dále budeme definovat d̊uležitý pojem podmı́něné pravděpodobnosti. Pomoćı ńı lze zkoumat
vzájemnou závislost či nezávislost jev̊u.

De f i n i c e 3.1 (Podmı́něná pravděpodobnost (Skripta str. 38))

Podmı́něná pravděpodobnost P (J |K) je pravděpodobnost podmı́něného jevu J |K. Za
podmı́nky P (K) 6= 0 ji urč́ıme podle vzorce

P (J |K) =
P (J,K)

P (K)
, (3)

kde P (J,K) je sdružená pravděpodobnost.

Komentář k definici

1. Všimněme si, že vzorec pro podmı́něnou pravděpodobnost přesně odpov́ıdá tomu, co
jsme řekli v poznámce k podmı́něnému jevu. Podle klasické definice je P (J,K) =
mJ,K/n a P (K) = mK/n, kde mJ,K je počet prvk̊u pr̊uniku J ∩K, mK je počet prvk̊u

jevu K a n je počet všech elementárńıch jev̊u. Potom P (J |K) =
mJ,K/n

mK/n
= mJ,K/mK ,

což je počet prvk̊u pr̊uniku, vztažený k počtu prvk̊u jevu K, který je v podmı́nce.
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2. Uprav́ıme-li definičńı vzorec podmı́něné pravděpodobnosti tak, že jej násob́ıme jmen-
ovatelem zlomku P (K), dostaneme d̊uležitý vzorec pro rozvoj sdružené pravděpodob-
nosti (J,K)

P (J,K) = P (K)P (J |K). (4)

Bereme-li J a K jako jevy definované na dvou po sobě jdoućıch pokusech, pak je
význam předchoźıho vzorce jasný: chceme určit pravděpodobnost toho, že nastane J a
K (což je součin). Pravděpodobnost jevu v prvńım pokusu je jednoduchá, pravděpo-
dobnost jevu v druhém pokusu už muśı brát v úvahu výsledek prvńıho pokusu, protože
j́ım může být ovlivněna. Situaci budeme demonstrovat na následuj́ıćım př́ıkladě.

P ř ı́ k l a d: Na skladě je 20 výrobk̊u, z nichž 2 jsou vadné. Pokus spoč́ıvá v postupném výběru
dvou výrobk̊u. Jaká je pravděpodobnost, že oba vybrané výrobky budou dobré? ♦
Situace p̌ri prvńım tahu je jasná. Dobrých (p̌ŕıznivých) je 18, všech je 20. Pravděpodobnost dobrého v
prvńım tahu je P (d1) = 18/20 = 9/10. Jev d2 ”dobrý v druhém tahu” již ale zálež́ı na tom, co se stalo
v prvńım tahu: pravděpodobnost ”dobrý za podḿınky dobrého” je P (d2|d1) = 17/19. Podle pravidla
součinu tedy bude

P (d1, d1) = P (d1)P (d2|d1).

To zcela odpov́ıdá vzorci (4).

Pomoćı podmı́něné pravděpodobnosti budeme nyńı definovat nezávislost jev̊u. Jevy, které
nejsou nezávislé, nazýváme závislé jevy.

De f i n i c e 3.2 (Nezávislost jev̊u (Skripta str. 40))

Jevy J a K jsou nezávislé, jestliže plat́ı

P (J |K) = P (J), nebo P (J,K) = P (J)P (K). (5)

Komentář k definici

1. Prvńı z uvedených vzorc̊u se většinou bere jako definičńı, druhý jako odvozený

P (J,K) = P (J |K)P (K)︸ ︷︷ ︸
definice

= P (J)P (K)︸ ︷︷ ︸
nezávislost

.

Pro daľśı použit́ı je d̊uležitěǰśı druhý vzorec, který také ukazuje, že nezávislost je vlast-
nost symetrická.

P ř ı́ k l a d: V továrně je stroj na výrobu určitého výrobku. Je známo, že stroj vyrob́ı 10% vadných
výrobk̊u. Od stroje postupně odebereme dva výrobky. Jaká je pravděpodobnost, že oba budou dobré? ♦
Protože stroj dává stále 10% vadných výrobk̊u (tj. 1 z 10), nezávisle na tom, jaký výrobek jsme právě
odebrali, bude pravděpodobnost dvou dobrých

P (d1, d2) = P (d1)P (d2) =
(

9
10

)2

.

Zde se jedná o nezávislé jevy, pro které se vzorec (4) takto zjednoduš́ı.
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P ř ı́ k l a d: Jaká je pravděpodobnost, že p̌ri hodu dvěma kostkami padne sudý součet? ♦
Sudý součet je: sudé a sudé nebo liché a liché, tj (P = 1

2·12 + 1
2·12 = 1

2);
nebo na matici

2 3 4 5 6 7
3 4 5 6 7 8
4 5 6 7 8 9
5 6 7 8 9 10
6 7 8 9 10 11
7 8 9 10 11 12

⇒ P = 18
36 = 1

2 .

Jaká je pravděpodobnost, že p̌ri hodu dvěma kostkami padne sudý součet, v́ıme-li, že ani na jedné kostce
nepadla šestka. ♦
Podḿıněná pravděpodobnost. Řeš́ıme na matici

2 3 4 5 6 7
3 4 5 6 7 8
4 5 6 7 8 9
5 6 7 8 9 10
6 7 8 9 10 11

7 8 9 10 11 12

⇒ m = 13; n = 25; P = 13
25 . Neńı stejné jako p̌redt́ım.

Totéž, ale s podḿınkou, že na prvńı kostce nepadla šestka. ♦
Sami. Vyjde: m = 15 a n = 30. Tj. P = 15

30 = 1
2 . Je stejné jako v prvńım.

Po z n á mka: Vzhledem ke vzájemnému vztahu jev̊u J a K má vzorec pro pravděpodobnost
sjednoceńı jeden z následuj́ıćıch tvar̊u:

P (J ∪K) =





P (J) + P (K)− P (J,K) pro J,K obecné,
P (J) + P (K)− P (J)P (K) pro J,K nezávislé,
P (J) + P (K) pro J,K neslučitelné.

3.4 Nezávislé pokusy (Skripta str. 41)

P ř ı́ k l a d: Sťrelec sťŕıĺı nezávisle na terč. Pravděpodobnost zásahu v každém pokusu je 0.7. Jaká
je pravděpodobnost, že ve ťrech pokusech zasáhne právě 2 krát? ♦
Dva zásahy ve ťrech pokusech je možno realizovat troj́ım způsobem (z - zásah, m - mimo)

z z m, z m z, m z z
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Pravděpodobnost zásahu je 0.7, nezásahu je 0.3 a tedy pravděpodobnost každé z uvedených možnost́ı,
kde jsou 2 zásahy a 1, nezásah (nezávisle) je 0.720.3 = 0.147. Požadavek bude splněn, jestliže nastane
libovolná z možnost́ı. Podle pravidla součtu tedy pravděpodobnost dvou zásahů ve ťrech pokusech bude

P (2z) = 3·(0.7)20.3.

Předchoźı př́ıklad lze zobecnit

Binomická pravděpodobnost Uvažujeme n opakováńı pokusu, jehož pravděpodobnost
úspěchu je p. Pravděpodobnost Pn,p(k), že právě k pokus̊u bude úspěšných, je rovna

Pn,p(k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, (6)

pro k = 0, 1, . . . , n.

3.5 Závislé pokusy

V př́ıpadě, kdy opakované pokusy jsou závislé, je situace mnohem složitěǰśı, protože prav-
děpodobnosti v každém daľśım pokusu záviśı na výsledćıch předchoźıch pokus̊u (viz b́ılé
a modré korálky, dobré a vadné výrobky). Pravděpodobnost jednoho konkrétńıho stavu
výsledk̊u Vi pokus̊u je dána obecným rozvojem sdružené pravděpodobnosti podle (4) ve
tvaru

P (V1, V2, . . . , Vn) = P (V1)P (V2|V1) . . . P (Vn|V1, V2, . . . , Vn−1).

Je tedy třeba znát všechny podmı́něné pravděpodobnosti. Při řešeńı takové úlohy lze
s výhodou použ́ıt pravděpodobnostńı strom . Vysvětĺıme jej a jeho použit́ı budeme demon-
strovat na př́ıkladě.

P ř ı́ k l a d: V klobouku jsou 3 b́ılé (b) a 5 modrých (m) korál̊u. Postupně, bez vraceńı, vylosujeme
2 korálky. Jaká je pravděpodobnost, že druhý korálek bude modrý? ♦
Úlohu budeme řešit pomoćı stromu
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P (b) = 3
8

P (m) = 5
8

P (b|b) = 2
7

P (m|b) = 5
7

P (b|m) = 3
7

P (m|m) = 4
7

P (b, b) = 3
8·27 = 3

28

P (b, m) = 3
8·57 = 15

56

P (m, b) = 5
8·37 = 15

56

P (m,m) = 5
8·47 = 10

28

V tomto grafu kroužky znamenaj́ı jednotlivé stavy, čáry jsou p̌rechody mezi stavy. Čára nahoru znamená
tažeńı b́ılého korálku, dol̊u černého. U každé čáry je zapsána pravděpodobnost tohoto p̌rechodu. Je
to klasická pravděpodobnost, která se oṕırá vždy o p̌redchoźı stav. Význam koncových stav̊u je dán
cestou, kterou jsme do nich dospěli (nap̌r. horńı koncový stav je b,b) a jejich pravděpodobnosti jsou
dány součinem podḿıněných pravděpodobnost́ı podél p̌ŕıslušné cesty (nap̌r. pro horńı koncový stav je
to (3/8).(2/7) = 3/28).

Možnosti, které nás v našem p̌ŕıkladě zaj́ımaj́ı jsou orámované. Celková pravděpodobnost je součtem

P (druhý modrý) = 15
56 + 10

28 = 5
8 .

3.6 Úplná pravděpodobnost a Bayes̊uv vzorec (Skripta str. 42)

Uvažujeme jev (A) jehož pravděpodobnost sledujeme a okolnosti (B1, B2, . . . , Bn), za kterých
tento jev nastává. Pro přehlednost uvedeme vzorce pro n = 3.

Úplná pravděpodobnost určuje pravděpodobnost jevu při všech možných okolnostech.
(Poč́ıtáme před provedeńım pokusu.)

P (A) = P (A|B1)P (B1) + P (A|B2)P (B2) + P (A|B3)P (B3) (7)

Bayes̊uv vzorec určuje pravděpodobnost okolnosti, když v́ıme, jaký výsledek pokusu
nastal. (Poč́ıtáme po provedeńı pokusu.)

P (Bi|A) =
P (A|Bi)P (Bi)

P (A|B1)P (B1) + P (A|B2)P (B2) + P (A|B3)P (B3)
(8)

Obě úlohy budeme demonstrovat na př́ıkladě.

P ř ı́ k l a d: Na skladě je 70% p̌ŕıstroj̊u 1. jakosti a 30% 2. jakosti. Pravděpodobnost, že p̌ŕıstroj
1. jakosti pracuje bez poruchy je 0.95, 2. jakosti 0.6.

a) Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraný p̌ŕıstroj bude bez poruchy?
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b) Vybereme jeden p̌ŕıstroj a zjist́ıme, že je bez poruchy. Jaká je pravděpodobnost, že je to p̌ŕıstroj
1. jakosti? ♦
Označ́ıme: I – 1. jakost, II – 2. jakost, B – bezporuchový výrobek.
Zadáno: P (I) = 0.7, P (II) = 0.3, P (B|I) = 0.95, P (B|II) = 0.6.
a) Úplná pravděpodobnost

P (B) = P (B|I)P (I) + P (B|II)P (II) = 0.95·0.7 + 0.6·0.3 = 0.845

b) Bayes̊uv vzorec

P (I|B) =
P (B|I)P (I)

P (B|I)P (I) + P (B|II)P (II)
=

0.95·0.7
0.95·0.7 + 0.6·0.3

= 0.787

3.7 Procvičováńı

P ř ı́ k l a d: Na skladě je 300 výrobk̊u. Prohĺıdkou byly zjǐstěny následuj́ıćı závady

1. poškozený lak (L) u 37 výrobk̊u,

2. ulomený podstavec (P) u 14 výrobk̊u,

3. nefunkčńı p̌ŕıstroj (N) u 14 výrobk̊u.

Př́ıstroj̊u bez závady bylo celkem 255, p̌ŕıstroj̊u jen s poškrábaným lakem 21, jen s ulomeným stojanem
5 a nefunkčńıch, ale jinak nepoškozených 2.

Otázka 1: Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraný výrobek bude ḿıt všechny ťri vady. ♦
Řešeńı provedeme v množinovém diagramu

3
0
0


a
 b
 c


d


e


f


g


2
5
5


L
 P


N


kde, podle zadáńı, plat́ı

a = 21, c = 5, g = 2 a dále

a + b + c + d + e + f + g = 300− 255
a + b + d + e = 37
b + c + e + f = 14
d + e + f + g = 14
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Po dosazeńı dostáváme soustavu rovnic

b + d + e + f = 17
b + d + e = 16
b + e + f = 9
d + e + f = 12

Řeš́ıme:

1 - 2: f = 1,

1 - 3: d = 8,

1 - 4: b = 5,

dosadit do 4: e = 3.

3
0
0


2
1
 5
 5


8


3


1


2


2
5
5


L
 P


N


Odpověd’:

P =
e

300
=

3
300

=
1

100
.

Otázka 2: Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraný výrobek bude funkčńı, ale s poškozeným
lakem a ulomeným stojanem. ♦
Př́ıznivé jsou L ∩ P ∩N ′, možné všechny.

P =
b

300
=

5
300

=
1
60

.

Otázka 3: Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraný výrobek bude poškrábaný a bez stojanu,
v́ıme-li že je funkčńı. ♦
Př́ıznivé jsou L ∩ P ∩N ′, možné jsou funkčńı, t.j. N ′. Těch je 300− d− e− f − g = 300− 14 = 286

P =
b

286
=

5
286

.

Zkontrolovat podle definice: Jde o dva jevy: F - funkčnost a Z - závada. Hledáme

P (Z|F ) =
P (Z,F )
P (F )

.

Je: P (Z, F ) = 5
300 a P (F ) = 300−N

300 . 300 se zkrát́ı a je to totéž.
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Otázka 4: Jsou jevy Funkčnost a Závada nezávislé. ♦
Podḿıněnou pravděpodobnost P (Z|F ) jsme právě spoč́ıtali. Nepodḿıněná je

P (Z) =
b + e

300
=

8
300

=
2
75

.

Protože P (Z|F ) 6= P (Z), jsou oba jevy závislé.

P ř ı́ k l a d: Dva soupěri sťŕıdavě háźı dvěma mincemi. Pokud padnou dva ĺıce, hráč vyhrává,
padne-li jeden ĺıc, hráč prohrává (tj. vyhrává ten druhý) a nepadne-li ani jeden ĺıc, hra pokračuje. Jaká
je pravděpodobnost, že vyhraje ten, který zač́ınal házet? ♦
Výpočet provedeme v pravděpodobnostńım stromu (rámeček = výhra, X = prohra). Strom je kreslen z
hlediska prvńıho házej́ıćıho.

2


2


2


2


2


1


1


1


1


1


0


0


0


0


0


X
 X


X
 X


X


1
/
4


1
/
4
 1
/
4


1
/
4
 1
/
4


1
/
4
 1
/
4


1
/
4
 1
/
4


1
/
4


1
/
2


1
/
2


1
/
2


1
/
2


1
/
2


Po cestách od začátku k výhrám dostaneme

P =
1
4

+
1
4

1
2

+
(

1
4

)3

+
(

1
4

)3 1
2

+
(

1
4

)5

+ . . . =

=
(

1 +
1
2

)
1
4

+
(

1 +
1
2

) (
1
4

)3

+
(

1 +
1
2

) (
1
4

)5

+ . . .

To je geometrická řada s prvńım členem
(
1 + 1

2

)
1
4 a kvocientem

(
1
4

)2
= 1

16 . Je tedy

P =
3
2

1
4

1
1− 1

16

=
2
.5

.
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4 Náhodná veličina (Skripta str. 44)

Při definici pravděpodobnostńıho prostoru jsme přǐrazovali pravděpodobnosti výsledk̊um
náhodného pokusu (elementárńım jev̊um) a jejich skupinám (náhodným jev̊um). Vymezeńı
všech možných skupin výsledk̊u (jevové pole) a přǐrazeńı pravděpodobnost́ı těmto skupinám
představuje úplný popis sledovaného procesu. Takový úplný popis jsme ale schopni provést
jen v nejjednodušš́ıch př́ıpadech, jako je např. hod kostkou. Většinou, a to zejména v reálných
procesech, neńı takový úplný popis možný - např. když sledujeme intenzitu provozu v
daném mı́stě komunikace. Uvažováńı fyzikálńı podstaty tohoto pokusu by znamenalo sle-
dovat úmysly všech řidič̊u, technický stav jejich vozidla, pravděpodobnost, zda v̊ubec do
daného mı́sta dojedou atd. Je zřejmé, že v takovém př́ıpadě lze bud’ pouze předpokládat
určité standardńı ”rozděleńı” pravděpodobnost́ı nebo se uchýlit k nějakému jednodušš́ımu,
byt’ i neúplnému, popisu takového procesu.

Jedna z možnost́ı, jak takový jednodušš́ı popis provést, je uvažovat určitou č́ıselnou charak-
teristiku - např. pr̊uměrnou hodnotu (která určuje hladinu, na které se data pohybuj́ı) nebo
rozptyl (který udává, jak se v pr̊uměru data navzájem lǐśı). To je ale možné jen tehdy, jsou-li
výsledky náhodného pokusu (data měřená na procesu) č́ısla. Jinak je tento popis nemožný.
Např. na minci padne ”rub” nebo ”ĺıc”, oboj́ı s pravděpodobnost́ı 0,5. Co padne v pr̊uměru?
A přece, pomoc je velmi jednoduchá. Stač́ı např. přejmenovat ”rub” na 0 a ”ĺıc” na 1. Nic z
podstaty pokusu se neztratilo a pr̊uměr je 0,5. Ten vyjadřuje přesně to, co jsme chtěli. Jde
o ”férovou korunu”.

To, co jsme právě popsali, zajǐst’uje náhodná veličina - výsledk̊um pokusu přǐrazuje reálná
č́ısla. Mı́sto s výsledky pokusu, které mohou mı́t libovolnou povahu (např. zelená, oranžová,
červená), pracujeme s hodnotami náhodné veličiny, tedy s č́ısly, která reprezentuj́ı p̊uvodńı
výsledky.

Dále uvedeme definici náhodné veličiny (nv) a definice funkćı, které představuj́ı úplný popis
pro nv. V daľśı kapitole se budeme zabývat charakteristikami nv, které představuj́ı neúplný
(avšak velmi jednoduchý) popis nv.

4.1 Náhodná veličina (Skripta str. 44)

De f i n i c e 4.1 (Náhodná veličina)

Uvažujme pravděpodobnostńı prostor (Ω,A, P ). Náhodná veličina X je zobrazeńı prostoru
elementárńıch jev̊u Ω do množiny reálných č́ısel X : Ω → R, které splňuje podmı́nku

{E ∈ Ω : X(E) ≤ x} ∈ A pro všechna x ∈ R (9)

Komentář k definici

1. Pokud je množina výsledk̊u, a tedy i množina hodnot nv, konečná nebo spočetná,
hovoř́ıme o diskrétńı nv . V př́ıpadě nespočetně nekonečného množstv́ı hodnot se nv
veličina nazývá spojitá nv . Př́ıkladem diskrétńı nv je hod minćı, kostkou, losováńı
korálk̊u apod. Spojitá nv je spojena např. s pokusem doba čekáńı na tramvaj, bez-
poruchová doba funkce př́ıstroje apod.
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2. Na uvedené definici je podstatné, že náhodná veličina je zobrazeńı, a tedy, jak jsme
v úvodu řekli, přǐrazuje výsledk̊um pokusu (elementárńım jev̊um) reálná č́ısla. Zmı́něná
podmı́nka je dosti volná (v našich př́ıkladech bude vždy splněna). Jej́ı splněńı zaručuje
existenci úplného popisu nv pomoćı distribučńı funkce.

3. Pokud jsou výsledky pokusu č́ısla, lze je př́ımo ponechat jako hodnoty nv. V opačném
př́ıpadě je možno č́ısla výsledk̊um přǐradit prakticky libovolně.

4. Splněńı podmı́nky budeme ilustrovat v následuj́ıćım př́ıkladě.

P ř ı́ k l a d: Uvažujme náhodný pokus ”hod nepoškozenou minćı” se stranami ”rub” (R) a ”ĺıc”
(L), pro který plat́ı

Základńı prostor Ω = {R,L}
Jevové pole A = {∅, {R}, {L}, {R,L}}
Pravděpodobnost P (∅) = 0, P ({R}) = P ({L}) = 1/2, P ({R, L}) = 1

Definujme náhodnou veličinu takto X(R) = 0 a X(L) = 1 a ově̌rme, zda je splněna podḿınka z definice
nv.

Ově̌reńı začneme ”odzadu”, kde se ř́ıká ... pro všechna x ∈ R.

1) Reálnou osu budeme procházet ve ťrech intervalech: I1 : x ∈ (−∞, 0〉, I2 : x ∈ (0, 1〉 a I3 : x ∈
(1,∞), kde za hranice interval̊u jsou schválně voleny hodnoty nv.

2) Dále pro jednotlivé intervaly označ́ıme množiny

Mi = {E ∈ Ω : X(E) ≤ x} pro x ∈ Ii, i = 1, 2, 3.

Bude M1 = ∅, M2 = {R} a M3 = {R,L} - nakreslete a rozmyslete.

3) Porovnáńım s jevovým polem A tohoto p̌ŕıkladu zjist́ıme, že skutečně plat́ı Mi ∈ A pro všechna
i = 1, 2, 3 a tedy pro libovolné x ∈ R.

T́ım je platnost podḿınky ově̌rena.

Po z n á mka: Je zřejmé, že podmı́nka bude splněna pro libovolnou volbu hodnot nv; bude
splněna dokonce i pro nesmyslnou volbu X(R) = X(L) ∈ R. Podmı́nka skutečně ”hĺıdá” jen exis-
tenci distribučńı funkce (bude dále), nikoliv smysluplnost volby.

Po z n á mka: Chceme-li náhodnou veličinu zařadit do kontextu jevové pravděpodobnosti,
m̊užeme ji považovat za ekvivalent náhodného pokusu. Pokus dává výsledky, nv dává č́ısla, která
označuj́ı výsledky. Nv je tedy jen jakýsi ”pseudonym” pro náhodný pokus. Pod t́ımto pseudonymem
se nám pak s výsledky – č́ısly lépe pracuje.

4.2 Distribučńı funkce (Skripta str. 45)

Stejně jako jsme se v př́ıpadě náhodného pokusu zaj́ımali o jeho úplný popis, budeme se
o něho zaj́ımat i v př́ıpadě nv. Je j́ım distribučńı funkce a hustota pravděpodobnosti .

De f i n i c e 4.2 (Distribučńı funkce)

Pro nv X definujeme distribučńı funkce F (x) vztahem

FX(x) = P (X ≤ x), kde x ∈ R (10)
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Komentář k definici

1. Distribučńı funkce je funkćı reálné proměnné x ∈ R. Index X označuje náhodnou
veličinu, kterou distribučńı funkce popisuje. Často se tento index vynechává a náhodná
veličina je označena ṕısmenem, které zvoĺıme za argument funkce.

2. Distribučńı funkce přǐrazuje pravděpodobnosti všem interval̊um typu (−∞, x) pro
reálná x. Připomeňme, že v pravděpodobnostńım prostoru tomu bylo obdobně.
Jevové pole obsahovalo všechny množiny elementárńıch jev̊u (výsledk̊u) a funkce P
(pravděpodobnost) jim přǐrazovala jejich pravděpodobnosti. Tady jsou elementárńımi
jevy (výsledky) všechna reálná č́ısla a jako jejich množiny voĺıme právě všechny inter-
valy (−∞, x), x ∈ R.

3. Definice distribučńı funkce je společná pro diskrétńı i spojitou nv. Jejich pr̊uběhy se
ale typicky lǐśı. Ukážeme si je v následuj́ıćıch př́ıkladech.

P ř ı́ k l a d: Nakreslete distribučńı funkci náhodné veličiny X pro hod nepoškozenou minćı s výsledky
R a L, definovanou výčtem X(R) = 0 a X(L) = 1.

T́ımto pokusem jsme se již zabývali v p̌redchoźım p̌ŕıkladě a zjistili jsme, že množiny výsledk̊u Mi

odpov́ıdaj́ıćı interval̊um Ii pro I1 : x ∈ (−∞, 0〉, I2 : x ∈ (0, 1〉 a I3 : x ∈ (1,∞) jsou M1 = ∅,
M2 = {R} a M3 = {R, L}. Bude tedy

F (x) = P (X ≤ x) =





P (∅) = 0 pro x < 0,
P ({R}) = 0, 5 pro x ∈ 〈0, 1),
P ({R, L}) = 1 pro x ≥ 1.

Protože množina všech hodnot nv je konečná (má jen dva prvky 0 a 1), jedná se o diskrétńı nv. Graf
jej́ı distribučńı funkce je na obrázku

-

6F (x)

x

1

0,5

0 1

e

e

u

u

Distribučńı funkce diskrétńı náhodné veličiny je po částech konstantńı funkce. Ke skok̊um
docháźı jen v jej́ıch hodnotách a velikost skok̊u je rovna pravděpodobnostem těchto hodnot.
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P ř ı́ k l a d: Nakreslete distribučńı funkci náhodné veličiny popisuj́ıćı dobu čekáńı na tramvaj
s pětiminutovým intervalem p̌ri náhodném p̌ŕıchodu na zastávku.

Budeme-li uvažovat zcela náhodný p̌ŕıchod, bude pravděpodobnost p̌ŕıjezdu p̌ŕımo úměrná době čekáńı
a bude-li 5 minutový interval p̌resný, bude pravděpodobnost p̌ŕıjezdu po 5 minutách čekáńı rovna jedné.
Distribučńı funkce tedy bude

F (x) =





0 pro x < 0,
x/5 pro x ∈ 〈0, 5),
1 pro x ≥ 5.

Graf této funkce je na obrázku

-

6F (x)

x0 1

1

!!!!!!!!!!!!!

!!!!!!!!!!!!!

!!!!!!!!!!!!!

!!!!!!!!!!!!!

!!!!!!!!!!!!!

!!!!!!!!!!!!!

!!!!!!!!!!!!!

Uvedené př́ıklady poukazuj́ı na některé obecné vlastnosti distribučńıch funkćı.

Tv r z e n ı́ 4.1 (Vlastnosti distribučńı funkce (Skripta str. 79))

1. Distribučńı funkce je neklesaj́ıćı na celé reálné ose a

2. plat́ı F (x) → 0 pro x → −∞ a F (x) → 1 pro x →∞.

3. Distribučńı funkce spojité nv je spojitá, distribučńı funkce diskrétńı nv má konečný
(spočetný) počet nespojitost́ı. Ty se nacházej́ı v hodnotách nv.

Ov ě ř e n ı́: Tvrzeńı plyne př́ımo z definice distribučńı funkce a ze skutečnosti, že pravděpo-
dobnost je vždy nezáporná.

4.3 Hustota pravděpodobnosti (Skripta str. 50)

Distribučńı funkce je úplným popisem nv. Jej́ı velikou přednost́ı je velmi jednoduchá definice,
která je společná jak pro diskrétńı, tak i pro spojitou nv. Jej́ı nevýhodou je, že neńı př́ılǐs
vhodná pro běžné použit́ı. Proto se pro popis nv zavád́ı ještě jedna funkce - hustota

pravděpodobnosti . Ta je z hlediska popisu náhodné veličiny prakticky ekvivalentńı s dis-
tribučńı funkćı, je velmi vhodná pro použit́ı, jej́ı definice je však trochu komplikovaněǰśı. V
prvé řadě, je definována jinak pro diskrétńı a jinak pro spojitou nv. V př́ıpadě diskrétńı nv
se často nazývá pravděpodobnostńı funkce.
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• Diskrétńı náhodná veličina •

De f i n i c e 4.3 (Hustota pravděpodobnosti diskrétńı nv)

Pro náhodnou veličinu X definujeme pravděpodobnostńı funkci f(x) vztahem

fX(x) = P (X = x), kde x ∈ R (11)

Komentář k definici

1. Definice pravděpodobnostńı funkce je velmi jednoduchá. Jej́ı hodnoty jsou př́ımo prav-
děpodobnosti jev̊u, označených hodnotami nv.

2. Diskrétńı distribučńı funkci dostaneme pomoćı pravděpodobnostńı funkce jako jej́ı ku-
mulativńı součet (postupné nasč́ıtáváńı jej́ıch hodnot). Plat́ı tedy vztah

F (x) =
∑
xi<x

f(xi),

kde xi jsou realizace X.

P ř ı́ k l a d: Pro již uvažovaný hod nepoškozenou minćı bude pravděpodobnostńı funkce f(0) = 0, 5
a f(1) = 0, 5. Jej́ı graf je

-

6f(x)

x0 1

1

0,5 uu

• Spojitá náhodná veličina •

Spojitá náhodná veličina má nespočetně mnoho hodnot. Pokud bychom chtěli zavést jej́ı
hustotu analogicky podle spojité, dostali bychom funkci identicky nulovou. To ověř́ıme
následuj́ıćı úvahou: když rozděĺıme jednotku pravděpodobnosti mezi nespočetně mnoho re-
alizaćı nv, bude každý d́ıl roven nule. Proto plat́ı: pravděpodobnost každé jednotlivé re-
alizace spojité náhodné veličiny je rovna nule.

Hustotu spojité nv proto definujeme takto.
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De f i n i c e 4.4 (Hustota pravděpodobnosti spojité nv)

Pro náhodnou veličinu X definujeme hustotu pravděpodobnosti f(x) pomoćı distribučńı
funkce FX(x) vztahem

fX(x) =
dFX(x)

dx
(12)

nebo v integrálńım tvaru

FX(x) =
∫ x

−∞
f(τ)dτ.

Komentář k definici

1. Druhé vyjádřeńı hustoty pravděpodobnosti je obecněǰśı, protože distribučńı funkce
nemuśı být a často nebývá v každém bodě diferencovatelná.

2. Druhé, integrálńı, vyjádřeńı hustoty pravděpodobnosti je pro nás významněǰśı
i z hlediska interpretace. Tu ukazuj́ı následuj́ıćı vzorce:

P (X ∈ (−∞, b〉) = F (b) =
∫ b

−∞
f(x)dx

P (X ∈ (a, b〉) = P (X ≤ b)− P (x ≤ a) =
∫ b

−∞
f(x)dx−

∫ a

−∞
f(x)dx =

∫ b

a
f(x)dx.

Plat́ı tedy: pravděpodobnost hodnot z intervalu je rovna integrálu z hustoty prav-
děpodobnosti přes tento interval - tj. ploše pod křivkou hustoty pravděpodobnosti
nad uvažovaným intervalem.

P ř ı́ k l a d: Pro uvažovaný p̌ŕıpad doby čekáńı na tramvaj bude hustota pravděpodobnosti dána
výrazem

f(x) =

{
1/5 pro x ∈ (0, 5),
0 jinde.

s grafem

-

6
f(x)

x0 5

1

1/5
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5 Náhodný vektor

Dosud jsme se zabývali jednou náhodnou veličinou, tedy, volně řečeno, př́ıpadem, kdy na
sledovaném procesu měř́ıme pouze jedna data. Např. v dopravńı oblasti měř́ıme data jen na
jediném detektoru. Chceme-li z měřených dat dělat závěry o této oblasti, bude zřejmě vhodné
měřit data na v́ıce mı́stech. Každé měř́ıćı mı́sto je potom spojeno s jednou náhodnou veličinou
a v každém okamžiku měřeńı dostáváme celý vektor hodnot měřených dat. O uvažovaných
náhodných veličinách hovoř́ıme jako o náhodném vektoru nebo o v́ıcerozměrné náhodné

veličině.

De f i n i c e 5.1 (Náhodný vektor (Skripta str. 49))

Uvažujme náhodné veličiny X1, X2, . . . , Xn. Náhodným vektorem nazveme uspořádanou
n-tici (vektor)

X = (X1, X2, . . . , Xn)′. (13)

Komentář k definici

1. Apostrof v definici znač́ı transpozici. Náhodný vektor tedy zavád́ıme jako sloupcový
vektor a budeme se této konvence dále držet. V samotné definici je samozřejmě jedno,
zda je vektor sloupcový, ale v daľśıch vzorćıch tato konvence přináš́ı lepš́ı srozumitel-
nost.

5.1 Úplný popis náhodného vektoru

De f i n i c e 5.2 (Distribučńı funkce náhodného vektoru (Skripta str. 49))

Pro náhodný vektor X = (X1, X2, . . . , Xn)′ definujeme distribučńı funkci jako funkci n
reálných proměnných vztahem

F (x1, x2, . . . , xn) = P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, . . . , Xn ≤ xn). (14)

Komentář k definici

1. Pravděpodobnost na pravé straně definičńıho vztahu je sdružená pravděpodobnost, a
tedy pravděpodobnost pr̊uniku (současného nastoupeńı) jednotlivých podmı́nek v ar-
gumentu. Je to tedy pravděpodobnost, že X1 ≤ x1 a zároveň X2 ≤ x2, . . . až zároveň
Xn ≤ xn

2. Vlastnosti distribučńı funkce

(a) Distribučńı funkce F (x1, x2, . . . , xn) je neklesaj́ıćı v každé své proměnné.

(b) Plat́ı

F (−∞, x2, . . . , xn) = F (x1,−∞, . . . , xn) = . . . = F (x, x2, . . . ,−∞) = 0,

F (∞,∞, . . . ,∞) = 1,
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kde znak ∞ je třeba chápat ve smyslu limitńıho přechodu.

De f i n i c e 5.3 (Pravděpodobnostńı funkce náhodného vektoru)

Pro diskrétńı náhodný vektor X = (X1, X2, . . . , Xn)′ (tj. náhodný vektor, jehož každá složka
může nabývat jen konečného nebo spočetného množstv́ı hodnot) definujeme pravděpodob-

nostńı funkci vztahem

f(x1, x2, . . . , xn) = P (X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn) (15)

Komentář k definici

1. Hodnota pravděpodobnostńı funkce je tedy rovna pravděpodobnosti, se kterou nastane
právě hodnota (x1, x2, . . . , xn) náhodného vektoru X = (X1, X2, . . . , Xn)′.

2. Distribučńı funkci je možno pomoćı pravděpodobnostńı funkce vyjádřit takto

F (x1, x2, . . . , xn) =
∑

t1≤x1

∑

t2≤x2

. . .
∑

tn≤xn

f(t1, t2, . . . , tn).

3. Vlastnosti pravděpodobnostńı funkce

(a) f(x1, x2, . . . , xn) ≥ 0, ∀ (x1, x2, . . . , xn),

(b)
∑

x1

∑
x2

. . .
∑

xn
f(x1, x2, . . . , xn) = 1.

De f i n i c e 5.4 (Hustota pravděpodobnosti náhodného vektoru)

Pro spojitý náhodný vektor X = (X1, X2, . . . , Xn)′ (tj. náhodný vektor, jehož každá složka
může nabývat nespočetně velkého množstv́ı hodnot) definujeme hustotu pravděpodobnosti

vztahem

f(x1, x2, . . . , xn) =
∂nF (x1, x2, . . . , xn)

∂x1∂x2 . . . ∂xn

. (16)

Komentář k definici

1. Distribučńı funkci je možno pomoćı hustoty pravděpodobnosti vyjádřit takto

F (x1, x2, . . . , xn) =
∫ x1

−∞

∫ x2

−∞
. . .

∫ xn

−∞
f(t1, t2, . . . , tn)dt1dt2 . . . dtn.

2. Vlastnosti hustoty pravděpodobnosti

(a) f(x1, x2, . . . , xn) ≥ 0, ∀ (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn,

(b)
∫∞
−∞

∫∞
−∞ . . .

∫∞
−∞ f(x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 . . . dxn = 1.
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P ř ı́ k l a d: Při mě̌reńı rozměr̊u výrobku lze udělat maximálńı chybu ±e1 v š́ı̌rce a ±e2 v délce. Tyto
chyby označ́ıme X1 a X2 a považujeme je za náhodné veličiny. Přitom p̌redpokládáme, že v daných
meźıch jsou chyby všude stejně pravděpodobné. Určete hustotu pravděpodobnosti a distribučńı funkci
náhodného vektoru (X1, X2). ♦
Hustota pravděpodobnosti náhodného vektoru bude definována v rovině (x1, x2) reálných č́ısel
a nenulová bude na obdélńıku (−e1; e1) × (−e2; e2). Protože pravděpodobnost výskytu chyby je zde
rovnoměrná, bude jej́ı hustota konstantńı, tedy f(x1, x2) = k. Z podḿınky na jednotkový integrál
plyne, že jej́ı hodnota bude

∫ e1

−e1

∫ e2

−e2

kdx1dx2 = k2e12e2 = 1 → k =
1

4e1e2
.

Hustota pravděpodobnosti je tedy

f(x1, x2) =





1
4e1e2

pro x1 ∈ (−e1; e1) ∧ x2 ∈ (−e2; e2),

0 jinde.

Distribučńı funkci źıskáme integraćı hustoty pravděpodobnosti

F (x1, x2) =
∫ x1

−∞

∫ x2

−∞
1

4e1e2
dt1dt2 =





0 pro x1 < −e1 ∨ x2 < −e2,

(x1+e1)(x2+e2)
4e1e2

pro x1 ∈ 〈−e1; e1) ∧ x2 ∈ 〈−e2; e2),

(x1+e1)
2e1

pro x1 ∈ 〈−e1; e1) ∧ x2 ≥ e2,

(x2+e2)
2e2

pro x1 ≥ e1 ∧ x2 ∈ 〈−e2; e2),

1 pro x1 ≥ e1 ∧ x2 ≥ e2.

Distribučńı funkce je naznačena na obrázku

6

-
x1

x2

(x1+e1)(x2+e2)
4e1e2

0

(x1+e1)
2e1

(x2+e2)
2e2

1
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P ř ı́ k l a d: Sledujeme hod dvěma mincemi. Mince jsou poškozené tak, že na prvńı je pravděpodob-
nost rubu 0.6 a ĺıcu 0.4 a na druhé padne rub s pravděpodobnost́ı 0.3 a ĺıc 0.7. Definujeme náhodnou
veličinu X = (X1, X2), která rubu p̌rǐrad́ı jedničku a ĺıcu dvojku. Napǐste pravděpodobnostńı a distribučńı
funkci této náhodné veličiny. ♦
Jde o diskrétńı dvourozměrnou náhodnou veličinu, popisuj́ıćı dva nezávislé pokusy (hod 1. a 2.
minćı). Hodnoty pravděpodobnostńı funkce urč́ıme výčtem - budou to pravděpodobnosti jednotlivých
(dvourozměrných) výsledk̊u, které obdrž́ıme jako součiny pravděpodobnost́ı jednotlivých výsledk̊u, tj.
P (”na prvńı padlo ...”).P (”na druhé padlo ...”).

Pravděpodobnostńı funkce bude dána tabulkou

f(x1, x2) x1 = 1 x1 = 2
x2 = 1 0.18 0.12
x2 = 2 0.42 0.28

a jej́ı graf je na obrázku

-
¡

¡
¡

¡
¡

¡ª

6

¡
¡

¡¡

¡
¡

¡¡
u

u uu x1

x2

f(x1, x2)

1 2

1

2

0.18

0.42 0.28

0.12

Distribučńı funkce je

F (x1, x2) =
∑

i≤x1

∑

j≤x2

f(i, j) =





0 pro x1 < 1 ∨ x2 < 1,
0.18 pro x1 ∈ 〈1, 2) ∧ x2 ∈ 〈1, 2),
0.6 pro x1 ∈ 〈1, 2) ∧ x2 ≥ 2,
0.3 pro x1 ≥ 2 ∧ x2 ∈ 〈1, 2),
1 pro x1 ≥ 2 ∧ x2 ≥ 2.
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Hodnoty distribučńı funkce v rovině (x1, x2) jsou naznačeny na obrázku:

?

-
1 2

1

2

0

0.18

0.6

0.3

1

x1

x2

5.2 Marginálńı a podmı́něné rozděleńı náhodného vektoru

De f i n i c e 5.5 (Marginálńı pravděpodobnostńı funkce)

Pro diskrétńı náhodný vektor X = (X1, X2, . . . , Xn)′ s pravděpodobnostńı funkćı
f(x1, x2, . . . , xn) definujeme marginálńı pravděpodobnostńı funkci vztahem

f(x1, x2, . . . , xk) =
∑
xk+1

∑
xk+2

. . .
∑
xn

f(x1, x2, . . . , xn). (17)

De f i n i c e 5.6 (Marginálńı hustota pravděpodobnosti)

Pro spojitý náhodný vektor X = (X1, X2, . . . , Xn)′ s hustotou pravděpodobnosti
f(x1, x2, . . . , xn) definujeme marginálńı hustotu pravděpodobnosti vztahem

f(x1, x2, . . . , xk) =
∫

xk+1

∫

xk+2

. . .
∫

xn

f(x1, x2, . . . , xn)dxk+1dxk+2 . . . dxn. (18)

Komentář k definićım

1. Sumace i integrace v předchoźıch vzorćıch se provád́ı přes celý obor hodnot př́ıslušných
proměnných.

2. Definice marginálńıch rozděleńı je uvedena pro prvńıch k složek vektoru X. Analogicky
však plat́ı i pro libovolně vybrané složky náhodného vektoru.

De f i n i c e 5.7 (Podmı́něné rozděleńı)

Pro náhodný vektor X = (X1, X2, . . . , Xn)′ s rozděleńım f(x1, x2, . . . , xn) definujeme
podmı́něnou pravděpodobnostńı funkci nebo hustotu pravděpodobnosti vztahem

f(x1, x2, . . . , xk|xk+1, . . . , xn) =
f(x1, x2, . . . , xn)

f(xk+1, . . . , xn)
. (19)

Komentář k definićım
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1. Podmı́něná hustota pravděpodobnosti je dána pod́ılem sdružené a marginálńı. Stejně
je to i pro pravděpodobnostńı funkci.

2. Definice analogicky plat́ı i pro libovolně vybrané složky náhodného vektoru, nikoliv jen
pro prvńıch k složek.
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6 Charakteristiky náhodné veličiny (Skripta str. 51)

V úvodńı přednášce jsme hovořili o charakteristikách datového souboru. Rovněž jsme se
zmı́nili o vztahu proces - data. Budeme-li na náhodnou veličinu pohĺıžet jako na soubor
všech jej́ıch možných hodnot, na nichž je definováno rozděleńı pravděpodobnost́ı, nab́ıźı
se možnost popisu náhodné veličiny pomoćı obdobných charakteristik, jako jsme uvedli pro
datový soubor. Protože pravděpodobnosti hodnot nejsou stejné, uplatńı se vzorce pro tř́ıděná
data. Pro diskrétńı nv jsou vzorce prakticky stejné, pro spojitou nv se ”sumace nahrad́ı
integraćı”.

Charakteristiky nv představuj́ı neúplný, avšak velmi jednoduchý, popis nv. Tento neúplný
popis v praktických př́ıpadech často zcela postač́ı.

Základńımi charakteristikami nv je středńı hodnota a rozptyl .

6.1 Středńı hodnota, rozptyl a kovariance (Skripta str. 52)

• Středńı hodnota náhodné veličiny •

De f i n i c e 6.1 (Středńı hodnota)

Pro diskrétńı nv X s hodnotami {x1, x2, . . . , xn} s pravděpodobnostńı funkćı f(x), resp.,
spojitou nv X s hodnotami z množiny X∗ a hustotou pravděpodobnosti f(x) definujeme
středńı hodnotu E[X] vztahem

E[X] =
n∑

i=1

xif(xi), resp., E[X] =
∫

X∗
xf(x)dx. (20)

Komentář k definici

1. Středńı hodnota určuje ”hladinu”, na které se data pohybuj́ı.

2. Jedná se skutečně o vzorce pro vážený pr̊uměr. Při tř́ıděńı dat určujeme četnosti jed-
notlivých hodnot; vyděleńım celkovým počtem n źıskáme relativńı četnosti - pravděpo-
dobnosti, což jsou hodnoty pravděpodobnostńı funkce.

d : 1, 1, 2, 1, 2, 1, 1, 3 → xi: 1 2 3
ni: 5 2 1

→ E[X] =
1·5 + 2·2 + 3·1

5 + 2 + 1
= 1·5

8
+2·2

8
+3·1

8

P ř ı́ k l a d: Určete sťredńı hodnotu náhodné veličiny s pravděpodobnostńı funkćı f(x) danou tab-
ulkou

xi 3 5 7 9

f(xi) 0,22 0,31 0,19 0,28 ♦
Podle definice je

E[X] = x1f(x1) + x2f(x2) + x3f(x3) + x4f(x4) = 3·0, 22 + 5·0, 31 + 7·0, 19 + 9·0, 28 = 6, 06.
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P ř ı́ k l a d: Určete sťredńı hodnotu nv X s hodnotami x = 0, 1, . . . ,∞, s pravděpodobnostńı funkćı
f(x) = λx

x! e
−λ pro x = 0, 1, . . . ,∞. ♦

Opět podle definice je

E[X] =
∞∑

x=0

x·λ
x

x!
e−λ =

∞∑

x=1

λ·λx−1

(x− 1)!
e−λ = λ

∞∑

z=0

λz

z!
e−λ = λ

Při úpravách jsme: 1) vynechali prvńı člen sumace, protože je nulový, 2) zkrátili x proti faktoriálu, 3)

vytkli jedno λ z mocniny v čitateli, 4) substituovali x − 1 → z a 5) využili skutečnosti, že součet

členů pravděpodobnostńı funkce je roven jedné.

• Rozptyl náhodné veličiny •

De f i n i c e 6.2 (Rozptyl)

Pro náhodnou veličinu X s pravděpodobnostńı funkćı, resp., s hustotou pravděpodobnosti
f(x) definujeme rozptyl D[X] vztahem

D[X] = E[(X − E[X])2]. (21)

Komentář k definici

1. Rozptyl určuje mı́ru ”variability” dat, tj. jak moc jsou jednotlivé hodnoty odchýleny
od středńı hodnoty. Hodnota rozptylu je pr̊uměr kvadratických odchylek - veličina
porovnatelná s daty je směrodatná odchylka , což je odmocnina z rozptylu.

2. Pro diskrétńı, resp., spojitou nv lze rozptyl vyjádřit takto

D[X] =
n∑

i=1

(xi − E[X])2f(xi), resp., D[X] =
∫

X∗
(x− E[X])2f(x)dx.

P ř ı́ k l a d: Urč́ıme sťredńı hodnotu náhodné veličiny pro zḿıněný p̌ŕıpad čekáńı na tramvaj. Jej́ı
hustota pravděpodobnosti je

f(x) =

{
1/5 pro x ∈ (0, 5),
0 jinde.

♦Sťredńı hodnota je podle definice (vynecháme integraci tam, kde je f(x) = 0.)

E[X] =
∫ 5

0
xf(x)dx =

∫ 5

0
x·1

5
dx =

[
1
10

x2
]5

0
= 2, 5 ,

což p̌resně odpov́ıdá našim p̌redstavám.

Rozptyl opět podle definice

D[X] =
∫ 5

0
(x− 2, 5)2

1
5
dx =

25
12
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• Kovariance dvou náhodných veličin •

De f i n i c e 6.3 (Kovariance (Skripta str. 54))

Pro náhodné veličiny X a Y , popsané sdruženou hustotou pravděpodobnosti f(x, y), defin-
ujeme kovarianci cov(X, Y ) vztahem

cov(X, Y ) = E[(X − E[X])(Y − E[Y ])]. (22)

Komentář k definici

1. Pro X = Y kovariance přecháźı na rozptyl.

6.2 Operátorové vyjádřeńı středńı hodnoty a rozptylu

Středńı hodnota Pro náhodné veličiny X,Y a konstantu a plat́ı

E[a] = a, E[aX] = aE[X], E[X + Y ] = E[X] + E[Y ],

ale
E[X2] 6= E[X]2, E[XY ] 6= E[X]E[Y ].

Rozptyl Pro náhodné veličiny X,Y a konstantu a plat́ı

D[a] = 0, D[a + X] = D[X], D[aX] = a2D[X]

a pro X, Y nekorelované (bude později) plat́ı

D[X + Y ] = D[X] + D[Y ].

Pro rozptyl plat́ı tzv. výpočetńı vzorec

D[X] = E[(X − E[X])2] = E[X2]− E[X]2. (23)

Odvozeńı: E[(X − E[X])2] = E[X2 − 2XE[X] + E[X]2] = E[X2]− 2E[X]E[X] + E[X]2

6.3 Momenty náhodné veličiny

Zobecněńım středńı hodnoty a rozptylu jsou momenty. Ty se děĺı na obecné a centrálńı .

De f i n i c e 6.4 (Momenty)

K-tý obecný, resp., centrálńı moment náhodné veličiny X definujeme vztahem

µ′k = E[Xk], resp., µk = E[(X − E[X])k], pro k = 1, 2, . . . (24)
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Komentář k definici

1. Z pohledu moment̊u je středńı hodnota prvńım obecným a rozptyl druhým centrálńım
momentem.

Pro výpočet moment̊u je užitečná tzv. momentová funkce.

De f i n i c e 6.5 (Momentová funkce)

Pro náhodnou veličinu X definujeme momentovou funkci vztahem

mX(z) = E[ezX ] (25)

Pomoćı momentové funkce lze poč́ıtat obecné momenty podle následuj́ıćıho tvrzeńı.

Tv r z e n ı́ 6.1 (Výpočet moment̊u pomoćı momentové funkce)

Jestliže mX(z) je momentová funkce náhodné veličiny X, pak k-tý obecný moment X urč́ıme
takto

• momentovou funkci k-krát derivujeme podle proměnné z,

• v derivaci polož́ıme z = 0.

Je tedy

µ′k =

[
∂k

∂zk
mX(z)

]

z=0

. (26)

Ov ě ř e n ı́: Podle definice je (pro spojitou nv s oborem hodnot X∗ - s diskrétńı je to obdobné)

mX(z) = E
[
ezX

]
=

∫

X∗
ez xf(x)dx.

Derivace k-tého řádu podle z je

∂k

∂zk
mX(z) =

∫

X∗
xkez xf(x)dx,

a pro z = 0 dostáváme

[
∂k

∂zk
mX(z)

]

z=0

=
∫

X∗
xkf(x)dx = µ′k.

Komentář k tvrzeńı

1. Druhý centrálńı moment (rozptyl) lze vypoč́ıtat z obecného pomoćı výpočetńıho vzorce
pro rozptyl

D[X] = µ′2 − (µ′1)
2.
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P ř ı́ k l a d: Pomoćı momentové funkce určete sťredńı hodnotu rozděleńı s pravděpodobnostńı funkćı
f(x), zadanou tabulkou

x 1 2 3

f(x) 0.5 0.3 0.2

♦
Podle definice je

mX(z) =
3∑

x=1

ezxf(x) = ez0.5 + e2z0.3 + e3z0.2

Derivace podle z je ∂
∂zm′

X(z) = ez0.5 + 2e2z0.3 + 3e3z0.2 a pro z = 0 dostaneme

E[X] = µ′1 = 0.5 + 2 · 0.3 + 3 · 0.2 = 1.7. To odpov́ıdá sťredńı hodnotě, vypočtené podle definice.

6.4 Kvantil spojité náhodné veličiny (Skripta str. 53)

De f i n i c e 6.6 (Kvantil)

Kvantilem spojité náhodné veličiny X nazveme č́ıslo ζα, pro které plat́ı

P (X ≤ ζα) = F (ζα) = α. (27)

Komentář k definici

1. Často (zvláště v americké literatuře) se mı́sto pojmu kvantil zavád́ı pojem kritická

hodnota zα pro který plat́ı zα = 1 − ζα. Je definován jako č́ıslo zα, pro které plat́ı
P (X > zα) = α.

2. Pro diskrétńı nv je kvantil definován jako č́ıslo ζα, pro které plat́ı
F (ζα) ≤ α ∧ F (ζα + 0) ≥ α, kde výraz ζα + 0 znač́ı limitu zprava.

3. Kvantily nebo kritické hodnoty hledáme v tabulkách. Pokud je k dispozici poč́ıtač
s nějakým statistickým programem, lze je většinou určit v tomto programu.

P ř ı́ k l a d: Uvažujme spojité rozděleńı s hustotou pravděpodobnosti

f(x) = e−x pro x ≥ 0 a 0 jinde.

Určete α procentńı kvantil tohoto rozděleńı. ♦
Podle definice je ∫ ζα

0
e−xdx = 1− e−ζα = α.

Odtud ζα = − ln(1− α). Pro α = 0.05 bude ζ0.05 = 0.051.
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6.5 Charakteristiky náhodného vektoru

Podobně, jako pro skalárńı náhodnou veličinu, zavedeme i pro náhodný vektor některé jeho
č́ıselné (maticové) charakteristiky, jako jejich sice neúplný, ale zato jednoduchý popis. Ty
nejzákladněǰśı jsou vektorová středńı hodnota a kovariančńı matice. Než přejdeme k jejich
definici, zavedeme určité pojmy, souvisej́ıćı se skalárńı náhodnou veličinou.

• Pomocné pojmy •

Nejprve zobecńıme pojem středńı hodnoty náhodné veličiny (20) a budeme definovat středńı
hodnotu prvku náhodného vektoru X.

Tv r z e n ı́ 6.2 (Středńı hodnota z prvku vektoru)

Uvažujme n-složkový náhodný vektor X a jeho r-tou složku Xr. Hustota pravděpodobnosti
(hp) náhodného vektoru je f(x1, x2, . . . , xn) a f(xr) je marginálńı hp, kterou jsme dostali
integraćı sdružené hp přes všechny složky náhodného vektoru kromě r-té složky Xr. Potom
pro středńı hodnotu z Xr plat́ı

E[Xr] =
∫

X∗
1

∫

X∗
2

. . .
∫

X∗
n

xrf(x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 . . . dxn =
∫

X∗
r

xrf(xr)dxr = µr,

kde hvězdičkou znač́ıme obory hodnot jednotlivých složek náhodného vektoru.

Ov ě ř e n ı́: Tento vztah plyne př́ımo z definice marginálńı hp.

Středńı hodnota prvku vektoru přes celý náhodný vektor se tedy poč́ıtá jako ”obyčejná”
jednorozměrná středńı hodnota přes tento prvek. Odvozenou vlastnost dále použijeme jako
motivaci pro definici středńı hodnoty náhodného vektoru.

• Charakteristiky náhodného vektoru •

De f i n i c e 6.7 (Středńı hodnota náhodného vektoru (Skripta str. 55))

Středńı hodnotu náhodného vektoru definujeme jako vektor středńıch hodnot jeho jed-
notlivých složek, tj.

E[X ] = (E[X1], E[X2], . . . , E[Xn])′, (28)

kde X = (X1, X2, . . . , Xn)′ je náhodný vektor.

Komentář k definici

1. Motivaćı k této definici je Tvrzeńı 6.2.

P ř ı́ k l a d: Sledujeme-li intenzitu dopravńıho proudu na pěti mě̌rených ḿıstech dopravńı śıtě (tj.

sledujeme pětirozměrný náhodný vektor intenzit), pak sťredńı hodnotou tohoto náhodného vektoru bude

vektor,jehož složky budou sťredńı hodnoty jednotlivých intenzit.
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De f i n i c e 6.8 (Kovariančńı matice náhodného vektoru (Skripta str. 56))

Pro náhodný vektor X = (X1, X2, . . . , Xn) definujeme kovariančńı matici C[X ] takto

C[X ] =




D[X1] cov(X1, X2) . . . cov(X1, Xn)
cov(X2, X1) D[X2] . . . cov(X2, Xn)

. . . . . . . . . . . .
cov(Xn, X1) cov(Xn, X2) . . . D[Xn]


 . (29)

Komentář k definici

1. Kovariančńı matice je symetrická a pozitivně definitńı.

2. Ve vektorovém zápisu (se sloupcovým vektorem X) lze kovariančńı matici psát takto

C[X ] = E[(X − E[X ])(X − E[X ])′] = E[XX ′]− E[X ]E[X ]′. (30)

Prvńı vztah plyne z definice násobeńı vektor̊u ve tvaru sloupce a řádky, druhý je
obdobou známého výpočetńıho tvaru pro rozptyl (23).

3. Podobně jako kovariančńı matici pro jeden náhodný vektor (což lze považovat za ob-
dobu rozptylu) lze definovat i vzájemnou kovariančńı matici (jako obdobu kovari-
ance) vztahem

Cov(X ,Y ) = E[(X − E[X ])(Y − E[Y ])′]. (31)

P ř ı́ k l a d: Dvourozměrné diskrétńı rozděleńı náhodného vektoru X = (x1, x2), pro X1 = 0, 1 a
X2 = 0, 1, 2, lze zapsat pomoćı pravděpodobnostńı funkce v formě tabulky

f(x1, x2) x2 = 0 x2 = 1 x2 = 2
x1 = 0 0.42 0.12 0.06
x1 = 1 0.28 0.08 0.04

Určete sťredńı hodnotu a kovariančńı matici tohoto náhodného vektoru. ♦
Pro určeńı sťredńı hodnoty budeme poč́ıtat sťredńı hodnoty jednotlivých složek náhodného vektoru.
Proto poťrebujeme marginálńı pravděpodobnostńı funkce. Ty dostaneme ”vysč́ıtáńım” pravděpodob-
nostńı funkce p̌res sloupce a řádky

f(x1) = (0.6, 0.4) a f(x2) = (0.7, 0.2, 0.1).

a sťredńı hodnoty jsou

E[X1] = 0× 0.6 + 1× 0.4 = 0.4 a obdobně E[X2] = 0.4

Sťredńı hodnota náhodného vektoru je tedy

E[X] = (0.4, 0.4)′.

Pro určeńı kovariančńı matice poťrebujeme určit rozptyly a kovariance jednotlivých složek náhodného
vektoru.
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Rozptyly urč́ıme opět z marginálńıch rozložeńı

D[X1] = (0− 0.4)20.6 + (1− 0.4)20.4 = 0.24, D[X2] = 0.44

Kovariance
cov(X1, X2) =

∑
x1

∑
x2

(x1 − E[X1])(x2 − E[X2])f(x1, x2) =

= (0− 0.4)(0− 0.4)0.42 + (0− 0.4)(1− 0.4)0.12 + (0− 0.4)(2− 0.4)0.06+

+(1− 0.4)(0− 0.4)0.28 + (1− 0.4)(1− 0.4)0.08 + (1− 0.4)(2− 0.4)0.04 = 0

Kovariančńı matice je tedy

Cov =

[
0.24 0
0 0.44

]

P ř ı́ k l a d: Uvažujme spojitý náhodný vektor X = (X1, X2) s hustotou pravděpodobnosti

f(x) =
2
3
(x1 + 2x2) pro x1, x2 ∈ (0, 1), jinak 0.

Určete sťredńı hodnotu a kovariančńı matici. ♦
Marginálńı hustoty pravděpodobnost́ı jsou

f(x1) =
∫ 1

0
f(x)dx2 =

2
3
(x1 + 1) a f(x2) =

∫ 1

0
f(x)dx1 =

1
3
(1 + 4x2)

pro x1, x2 ∈ (0, 1) jinak 0.

Sťredńı hodnoty

E[X1] =
∫ 1

0
x1f(x1)dx1 =

10
18

a E[X2] =
∫ 1

0
x2f(x2)dx2 =

11
18

.

Rozptyly

D[X1] =
∫ 1

0
(x1 − E[X1])2f(x1)dx1 =

13
162

a D[X2] =
∫ 1

0
(x2 − E[X2])2f(x2)dx2 = − 19

972

Kovariance

cov(X1, X2) =
∫ 1

0

∫ 1

0
(x1 − E[X1])(x2 − E[X2])f(x1, x2)dx1dx2 =

=
∫ 1

0

∫ 1

0

(
x1 − 10

18

) (
x2 − 11

18

)
2
3
(x1 + 2x2)dx1dx2

Sami doma a porovnat mezi sebou.
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7 Rozděleńı diskrétńı náhodné veličiny

Diskrétńı náhodná veličina má konečný nebo spočetný počet realizaćı.

Distribučńı funkce je po částech konstantńı funkce se skoky v realizaćıch. Př́ır̊ustky se
rovnaj́ı pravděpodobnostem realizaćı.

Pravděpodobnostńı funkce je diskrétńı s hodnotami v realizaćıch. Jej́ı hodnoty se
rovnaj́ı pravděpodobnostem realizaćı.

7.1 Alternativńı rozděleńı (Skripta str. 56)

Pravděpodobnostńı funkce

f(x) = πx(1− π)1−x pro x = 0, 1. (32)

Po z n á mka: To odpov́ıdá našim představám: f(0) = 1− π a f(1) = π.

Momentová funkce

mX(z) = π ez − π + 1. (33)

Ov ě ř e n ı́: Z definice - mX(z) =
∑1

x=0 ezxπx(1− π)1−x.

Středńı hodnota a rozptyl

E[X] = π, D[X] = π(1− π).

Ov ě ř e n ı́: Př́ımo z definice.

Význam

Náhodná veličina popisuje pokus s dvěma výsledky - ”neúspěch” → 0 a ”úspěch” → 1.

Př́ıklady

Hod minćı: ”rub” → 0, ”ĺıc” → 1.

Výběr výrobku ze skladu: ”vadný” → 0, ”dobrý” → 1.
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7.2 Binomické rozděleńı (Skripta str. 56)

Pravděpodobnostńı funkce

f(x) =

(
n

x

)
πx(1− π)n−x pro x = 0, 1, . . . , n. (34)

Momentová funkce

mX(z) = (π ez − π + 1)n. (35)

Ov ě ř e n ı́:

mX(z) =
n∑

x=0

ez x

(
n

x

)
πx(1− π)n−x =

n∑

x=0

(
n

x

)
(ezπ︸︷︷︸

A

)x(1− π︸ ︷︷ ︸
B

)n−x = (ezπ + 1− π︸ ︷︷ ︸
A+B

)n.

Středńı hodnota a rozptyl

E[X] = nπ, D[X] = nπ(1− π).

Význam

Náhodná veličina popisuje n krát opakovaný pokus s alternativńım rozděleńım s parametrem
π, kdy jako výsledek série pokus̊u se bere počet úspěch̊u opakovaných do prvńıho neúspěchu.

Př́ıklady

N krát opakovaný hod minćı s výsledkem ”počet ĺıc̊u”.

Výběr n výrobk̊u ze skladu s výsledkem ”počet vadných” ve výběru.

Počet chlapc̊u v rodinách se třemi dětmi.

7.3 Poissonovo rozděleńı (Skripta str. 58)

Pravděpodobnostńı funkce

f(x) = e−λ λx

x!
, pro x = 0, 1, 2, . . . (36)
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Momentová funkce

mX(z) = eλ(ez−1) (37)

Ov ě ř e n ı́: mX(z) =
∑

x ezx λx

x!
e−λ = e−λ ∑

x
(ezλ)x

x!
= e−λeλez

= eλ(ez−1)

Středńı hodnota a rozptyl

E[X] = D[X] = λ.

Význam

Náhodná veličina popisuje limitńı př́ıpad binomického pokusu, ve kterém plat́ı n → ∞
a π → 0, přičemž nπ = λ je konečné kladné č́ıslo.

Př́ıklady

1. Sledováńı provozu v př́ıpadě malé intenzity, kdy vozidla proj́ıžd́ı osamoceně (nikoliv
v proudu). Sledujeme v krátkých časových okamžićıch (velké n) a jen občas něco pro-
jede (malé π).

2. Náhodný proces rozděleńı časových odstup̊u vozidel na hlavńı komunikaci.

7.4 Negativńı binomické rozděleńı

Pravděpodobnostńı funkce

f(x) =

(
x + n− 1

n− 1

)
πn(1− π)x, pro x = 1, 2, . . . (38)

Středńı hodnota a rozptyl

E[X] =
n(1− π)

π
, D[X] =

n(1− π)

π2
.

Význam

Toto rozděleńı popisuje pravděpodobnost, že při nezávislých pokusech s pravděpodob-
nost́ı úspěchu π v každém z pokus̊u bude n-tému úspěšnému pokusu předcházet právě x
neúspěšných pokus̊u. (Jinak řečeno, pro dosažeńı n úspěch̊u s danou pravděpodobnost́ı je
třeba vykonat x + n pokus̊u.)
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Př́ıklady

1. Použ́ıvá se v dopravńı problematice.

2. Modely š́ı̌reńı infekce (rozděleńı četnosti parazit̊u v rámci hostitelské populace).

7.5 Diskrétńı rovnoměrné rozděleńı (Skripta str. 58)

Pravděpodobnostńı funkce

f(x) =
1

n
, pro x = x1, x2, . . . , xn (39)

Středńı hodnota a rozptyl

E[X] = x, D[X] = x2 − x2.

Význam

Tato hustota pravděpodobnosti popisuje rozděleńı pravděpodobnost́ı mezi konečný počet
výsledk̊u pokusu jestliže mezi nimi nejsou žádné preference (všechny jsou stejně pravděpo-
dobnostné).

Př́ıklady

1. Hod minćı.

2. Hod kostkou.
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8 Rozděleńı spojité náhodné veličiny

Spojitá náhodná veličina má nespočetný počet realizaćı.

Distribučńı funkce je spojitá, neklesaj́ıćı, pro x → −∞ má hodnotu nula, pro x → ∞
jedna.

Hustota pravděpodobnosti je nezáporná a jej́ı integrál od −∞ do ∞ je roven 1. Jej́ı
integrál od a do b (pro a < b) je roven pravděpodobnosti výskytu hodnoty náhodné veličiny
v intervalu 〈a, b〉.

8.1 Rovnoměrné rozděleńı (Skripta str. 59)

Hustota pravděpodobnosti

f(x) =





1
2h

pro x ∈ 〈µ− h, µ + h〉,
0 jinde.

(40)

Momentová funkce

mX(z) =
1

2hz

(
e(µ+h)z − e(µ−h)z

)

Ov ě ř e n ı́: mX(z) =
∫ µ+h
µ−h ezx 1

2h
dx = 1

2hz
[ezx + ezx]µ+h

µ−h = 1
2hz

(
e(µ+h)z − e(µ−h)z

)
.

Středńı hodnota a rozptyl

E[X] = µ, D[X] =
h2

3

Ov ě ř e n ı́:

Středńı hodnota: E[X] =
∫ µ+h
µ−h x 1

2h
dx = 1

4h
[(µ + h)2 − (µ− h)2] = µ.

Rozptyl: D[X] = E[X2]− (E[X])2 =
∫ µ+h
µ−h x2 1

2h
dx− µ2 = 1

6h
[(µ + h)3 − (µ− h)3]− µ2 =

= 6µ2h+2h3

6h
− µ2 = h2

3
.

Význam

Náhodná veličina s rovnoměrným rozděleńım popisuje situaci, kdy a) jej́ı hodnoty nesmı́
překročit pevně stanovené meze a b) uvnitř těchto meźı neńı d̊uvod považovat některé hod-
noty za v́ıce a jiné za méně pravděpodobné.
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Př́ıklady

1. Pohyb automobilu po komunikaci, kdy náhodná veličina určuje př́ıčnou polohu auto-
mobilu na jednosměrné vozovce (např. vzhledem k pravému okraji vozovky). Výskyt
automobilu kdekoli na vozovce připoušt́ıme stejně dovolený (pravděpodobný), pohyb
mimo vozovku je zakázaný.

8.2 Normálńı rozděleńı (Skripta str. 59)

Hustota pravděpodobnosti

normované obecné

f(x) =
1√
2π

e−
1
2
x2

, resp., f(x) =
1√
2πσ

e−
1
2(

x−µ
σ )

2

(41)

Momentová funkce

mX(z) = e
z2

2 , resp., mX(z) = ezµ+ z2σ2

2 . (42)

Ov ě ř e n ı́:

mX(z) =
∫ ∞

−∞
ezx 1√

2πσ
e−

1
2(

x−µ
σ )

2

=
∣∣∣∣ substituce : y =

x− µ

σ

∣∣∣∣ =
1√
2π

∫ ∞

−∞
ez(yσ+µ)e−

y2

2 dy =

= | doplněńı na čtverec | = 1√
2π

ezµ+ z2σ2

2

∫ ∞

−∞
e−

1
2
(y−zσ)2dy =

= | substituce : v = y − zσ| = 1√
2π

ezµ+ z2σ2

2

∫ ∞

−∞
e−

v2

2 dv = ezµ+ z2σ2

2 .

Po z n á mka: V posledńım kroku předchoźıho odvozeńı jsme využili skutečnost, že∫∞
−∞ f(x)dx = 1. Tento vztah pro normálńı rozděleńı nyńı dokážeme.

Označ́ıme: I =
∫∞
−∞ e−x2/2dx a budeme poč́ıtat kvadrát (to je trik)

I2 =
(∫ ∞

−∞
e−x2/2dx

)2

=
∫ ∞

−∞
e−x2/2dx ·

∫ ∞

−∞
e−y2/2dy =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−

x2+y2

2 dxdy

No, proč ne? Dále zavedeme polárńı souřadnice

x = ρ cos(ϕ)
y = ρ sin(ϕ)

,
ρ = 0 : ∞,
ϕ = 0 : 2π

, x2 + y2 = ρ2, J =

∣∣∣∣∣
cos(ϕ) −ρ sin(ϕ)
sin(ϕ) ρ cos(ϕ)

∣∣∣∣∣ = ρ

A pokračujeme

I2 =
∫ 2π

0

∫ ∞

0
e−ρ2/2ρdρdϕ =

∣∣∣∣∣
ρ2/2 = a
ρdρ = da

∣∣∣∣∣ =
∫ 2π

0

∫ ∞

0
e−adadϕ =

∫ 2π

0
dϕ = 2π

a tedy I =
√

2π.
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Středńı hodnota a rozptyl

E[X] = 0, D[X] = 1, resp., E[X] = µ, D[X] = σ2.

Ov ě ř e n ı́:

Z momentové věty

středńı hodnota: dm
dz

= (µ + σ2z)eµz+ 1
2
σ2z2

a pro z = 0 dostaneme µ.

druhý obecný moment: d2m
dz2 = σ2eµz+ 1

2
σ2z2

+(µ+σ2z)2eµz+ 1
2
σ2z2

a pro z = 0 je to σ2 +µ2

Význam

Normálńı rozděleńı je základńım a nejčastěji se vyskytuj́ıćım rozděleńım spojité náhodné
veličiny. Normálńı rozděleńı dostaneme v př́ıpadě, kdy porucha v náhodném pokuse je
tvořena vzájemným p̊usobeńım řady malých a navzájem nezávislých náhod.

Př́ıklady

1. Ṕısek, který se sype z kybĺıčku na ṕıskovǐstě. Náhodná veličina je poloha zrńıček ṕısku
→ na zemi se vytvoř́ı kopeček (gaussovka).

2. a daľśı.

P ř ı́ k l a d: Dvojrozměrné normálńı rozděleńı má sdruženou hustotu pravděpodobnosti

f(x) =
1

2π
√|r| exp

{
−1

2
(x− µ)′r−1(x− µ)

}
,

kde

x = [x1, x2]′ je dvourozměrný náhodný vektor,

µ = [µ1, µ2]′ je sťredńı hodnota x,

r =

[
σ2

1 σ12

σ12 σ2
2

]
je kovariančńı matice x a

|r| = σ2
1σ

2
2 − σ2

12 znač́ı determinant matice r.

Marginálńı hustoty pravděpodobnosti jsou

f1(x1) = N(µ1, σ
2
1) a f2(x2) = N(µ2, σ

2
2)

Podḿıněné hustoty pravděpodobnosti jsou

f12(x1|x2) = N

(
µ1 +

σ12

σ2
2

(x2 − µ2), σ2
1 −

σ2
12

σ2
2

)
a f21(x2|x1) = N

(
µ2 +

σ12

σ2
1

(x1 − µ1), σ2
2 −

σ2
12

σ2
1

)
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Po z n á mka: Marginálńı a podmı́něné rozděleńı lze odvodit tak, že v exponentu sdružené
hustoty pravděpodobnosti roznásob́ıme a vzniklý kvadratický výraz doplńıme ne čtverec v jedné
z proměnných. Ten výraz, který obsahuje jen jednu proměnnou je marginálńı hustota pravděpo-
dobnosti, zbytek je marginálńı. Provést na cvičeńı (pokud nebude na cvičeńı čas, tak odvozeńı
následuje).

Inverze kovariančńı matice r

[
σ2

1 σ12

σ12 σ2
2

]−1

=
1

σ2
1σ

2
2 − σ2

12

[
σ2

2 −σ12

−σ12 σ2
1

]

Sdružená hustota pravděpodobnosti

1

2π
√

σ2
1σ

2
2 − σ2

12

exp

{
− 1

2(σ2
1σ

2
2 − σ2

12)

[
σ2

2(x1 − µ1)
2 − 2σ12(x1 − µ1)(x2 − µ2) + σ2

1(x2 − µ2)
2
]}

Přechod na podmı́něnou a marginálńı hustotu pravděpodobnosti provedeme doplněńım ex-
ponentu na čtverec: pokračujeme s hranatou závorkou

σ2
2


(x1 − µ1)

2 − 2
σ12

σ2
2

(x1 − µ1)(x2 − µ2) +

(
σ12

σ2
2

(x2 − µ2)

)2

− σ2
12

σ4
2

(x2 − µ2)
2


+σ2

1(x2−µ2)
2 =

= σ2
2

[
x1 − µ1 − σ12

σ2
2

(x2 − µ2)

]2

+

(
σ2

1 −
σ2

12

σ2
2

)
(x2 − µ2)

2

a celý exponent

− σ2
2

2(σ2
1σ

2
2 − σ2

12)

[
x1 − µ1 − σ12

σ2
2

(x2 − µ2)

]2

− 1

2(σ2
1σ

2
2 − σ2

12)

σ2
1σ

2
2 − σ2

12

σ2
2

(x1 − µ1)
2 =

−1

2

1
σ2
1σ2

2−σ2
12

σ2
2

[
x1 −

(
µ1 +

σ12

σ2
2

(x2 − µ2)

)]2

− 1

2

1

σ2
2

(x2 − µ2)
2

Konec odvozeńı. To prvńı je exponent podmı́něné a to druhé marginálńı hustoty pravděpo-
dobnosti.

8.3 Logaritmicko-normálńı rozděleńı

Hustota pravděpodobnosti

f(x) =





1
σx
√

2π
e−

1
2(

log x−µ
σ )

2

pro x > 0,

0 jinde.
(43)
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Středńı hodnota a rozptyl

E[X] = eµ+σ2/2, D[X] = e2µ+σ2
(
eσ2 − 1

)

Význam

Má-li náhodná veličina X normálńı rozděleńı, pak veličina Y = eX má rozděleńı logaritmicko-
normálńı.

Př́ıklady

1. Intenzita dopravńıho proudu při středńım a vyšš́ım provozu.

8.4 Exponenciálńı rozděleńı (Skripta str. 62)

Hustota pravděpodobnosti

f(x) =

{
1
δ
e−

x−A
δ pro x ≥ A,

0 jinde.
(44)

Středńı hodnota a rozptyl

E[X] = A + δ D[X] = δ2

Spoč́ıtat doma. Když to nep̊ujde, spoč́ıtáme později.

Význam

Exponenciálńı rozděleńı má následuj́ıćı charakteristiku: jestliže X interpretujeme jako dobu
do poruchy př́ıstroje a tento př́ıstroj pracoval do okamžiku a bez poruchy, pak pravděpodob-
nost poruchy př́ıstroje v následuj́ıćım časovém intervalu ∆ (tj. v časovém úseku (a, a + ∆))
je stejná, jako v časovém úseku (0, ∆), tedy u př́ıstroje, který dosud nebyl v provozu. Této
vlastnosti lze využ́ıt např. pro popis doby životnosti př́ıstroje, ohroženého vněǰśı náhodnou
př́ıčinou, bez uvažováńı stárnut́ı.

Př́ıklady

1. Teorie spolehlivosti.

2. Teorie front.
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8.5 Rozděleńı gama

Hustota pravděpodobnosti

f(x) =
1

Γ(m)δm
xm−1e−x/δ, x ≥ 0, jinak 0 (45)

kde funkce gama je definována vztahem

Γ(m) =
∫ ∞

0
tm−1e−tdt.

a plat́ı pro ni Γ(m + 1) = mΓ(m) [= m! pro m celé].

8.6 Rozděleńı beta

Hustota pravděpodobnosti

f(x) =
1

B(m1,m2)
xm1−1(1− x)m2−1, x ∈ (0, 1), jinak 0 (46)

kde funkce beta je definována vztahem

B(m1,m2) =
∫ 1

0
tm1−1(1− t)m2−1dt

a plat́ı pro ni B(m1,m2) = Γ(m1)Γ(m2)/Γ(m1 + m2).

8.7 Rozděleńı χ2 (Skripta str. 63)

Náhodnou veličinu X s rozděleńım χ2 s ν stupni volnosti dostaneme takto

X =
ν∑

i=1

U2
i , (47)

kde Ui jsou nezávislé náhodné veličiny s rozděleńım N(0, 1).

Rozděleńı této náhodné veličiny je rozděleńı Γ pro m = ν/2 a δ = 2, kde ν je parametr
rozděleńı χ2, který se nazývá ”počet stupň̊u volnosti” a jeho význam je dán vztahem (47).

Toto rozděleńı je asymetrické - pro x < 0 je nula. Na kladné poloose nejprve roste (pro
ν > 1), dosahuje maxima a potom klesá k nule. (Dělá jeden hrb.)

8.8 Rozděleńı t (Studentovo) (Skripta str. 63)

Náhodnou veličinu X se studentovým rozděleńım s ν stupni volnosti dostaneme takto

X =
U√

χ2(ν)/ν
, (48)
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kde U je náhodná veličina s rozděleńım N(0, 1) a χ2(ν) znač́ı náhodnou veličinu s rozděleńım
χ2 a ν stupni volnosti.

Toto rozděleńı je symetrické, dosti podobné normálńımu rozděleńı, avšak je v něm mnohem
v́ıce neurčitosti (lze z něho generovat i značně odlehlé realizace).

8.9 Rozděleńı F

Náhodnou veličinu X s rozděleńım F a stupni volnosti ν1 a ν2 dostaneme takto

X =
χ2(ν1)/ν1

χ2(ν2)/ν2

, (49)

kde χ2(ν1), resp., χ2(ν2) znač́ı náhodné veličiny s rozděleńım χ2 s ν1, resp., ν2 stupni volnosti.

Tvarem se toto rozděleńı podobá rozděleńı χ2.
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9 Funkce náhodné veličiny

9.1 Funkce jedné náhodné veličiny

V praxi se často setkáváme s určitými funkcemi náhodné veličiny.

P ř ı́ k l a d: Opakovaně mě̌ŕıme konstantńı vzdálenost a a mě̌ŕıćı p̌ŕıstroj je zat́ıžen náhodnou chybou

E. Pak mě̌rený signál je Y = a + E, a tedy je funkćı náhodné veličiny E.

Zaj́ımá nás rozděleńı (hustota pravděpodobnosti) funkce Y , jestliže známe rozděleńı (hustotu
pravděpodobnosti) argumentu funkce, tj. náhodné veličiny E.

De f i n i c e 9.1 (Funkce náhodné veličiny)

Je-li X náhodná veličina, pak náhodná veličina Y definovaná

Y = h(X)

se nazývá funkćı náhodné veličiny X.

Komentář k definici

1. Zavedeńı funkce náhodné veličiny je právě to, co přisṕıvá k možnosti praktického
využit́ı pravděpodobnosti. V praxi totiž často analyzujeme určité (deterministické) vz-
tahy, ve kterých jsou některé veličiny neurčité (např. ovlivněné poruchou). Pracujeme
tedy s funkćı náhodné veličiny.

P ř ı́ k l a d 1: Uvažujme opět mě̌reńı délky a. Náhodnou veličinou bude chyba mě̌reńı E a jej́ı funkćı
Y bude tatáž chyba, ale vyjáďrená v jiných jednotkách, tedy Y = kE. Nav́ıc p̌redpokládejme, že chybu
E zaokrouhlujeme tak, že může nabývat jen konečného počtu hodnot. Ty označ́ıme −2,−1, 0, 1, 2.
V́ıme, že pravděpodobnosti těchto hodnot (tj. pravděpodobnostńı funkce E) je dána tabulkou

e −2 −1 0 1 2
fE(e) 0.1 0.1 0.5 0.2 0.1

Jaká bude pravděpodobnostńı funkce náhodné veličiny Y ? ♦
Protože transformačńı funkce je vzájemně jednoznačná, je odpověd’ velmi jednoduchá. Pravděpodob-
nosti jednotlivých výsledk̊u se samožrejmě nezměńı, at’ je vyjáďŕıme jakkoli (v centimetrech, metrech
nebo kilometrech).

Nové vyjáďreńı výsledk̊u źıskáme z transformačńı funkce: y = kx. Dosad́ıme do p̌redchoźı tabulky,
pravděpodobnosti ponecháme a nová pravděpodobnostńı funkce náhodné veličiny Y je

y −2k −k 0 k 2k

fY (y) 0.1 0.1 0.5 0.2 0.1

P ř ı́ k l a d 2: Uvažujme dále p̌redchoźı p̌ŕıklad, ale jako funkci chyby E vezmeme jej́ı absolutńı
odchylku Y = |E|. ♦
Protože tato funkce neńı prostá, je situace složitěǰśı. Nejprve je ťreba určit možné realizace nové náhodné
veličiny Y a zjistit, které realizace mohou nastat v́ıce způsoby. Jejich pravděpodobnosti je ťreba seč́ıst.
Zjevně plat́ı Y = 0, 1, 2, p̌ričemž hodnota 1 vznikla z hodnot -1 a 1; hodnota 2 z hodnot -2 a 2. Výsledná
tabulka pravděpodobnostńı funkce Y bude
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y 0 1 2
fY (y) 0.5 0.3 0.2,

kde 0.3 = 0.1 + 0.2 a 0.2 = 0.1 + 0.1 z původńı tabulky.

To, co jsme nyńı naznačili na př́ıkladech pro diskrétńı náhodnou veličinu, pro kterou je
situace jednoduchá, upřesńıme dále pro spojitou náhodnou veličinu.

Tv r z e n ı́ 9.1 (Transformace hustoty pravděpodobnosti)

Je-li X spojitá náhodná veličina s realizacemi x a s hustotou pravděpodobnosti fX(x) a y =
h(x) je ryze monotónńı funkce (tj. bud’ rostoućı nebo klesaj́ıćı), má náhodná veličina Y
definovaná Y = h(X) hustotu pravděpodobnosti fY (y) určenou vztahem

fY (y) = fX [h−1(y)]

∣∣∣∣∣
dh−1(y)

dy

∣∣∣∣∣ , (50)

kde h−1(y) je funkce inverzńı k funkci y = h(x).

Ov ě ř e n ı́: Pro rostoućı funkci h je distribučńı funkce FY (y)

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (h(X) ≤ y) = P (X ≤ h−1(y)) = FX(h−1(y))

a hustota pravděpodobnosti fY (y) je

fY (y) =
dFY (y)

dy
=

dFX(h−1(y))

dy
= fX(h−1(y))

dh−1(y)

dy

Pro klesaj́ıćı funkci h plat́ı

FY (y) = 1− P (Y ≤ y) = 1− P (h(X) ≤ y) = 1− P (X ≤ h−1(y)) = 1− FX(h−1(y))

a hustota pravděpodobnosti je

fY (y) = −fX(h−1(y))
dh−1(y)

dy

Protože derivace rostoućı funkce je kladná a pro klesaj́ıćı funkci záporná, lze oba př́ıpady
vyjádřit pomoćı absolutńı hodnoty tak, jak jsme uvedli v (50).

Komentář ke tvrzeńı 9.1

1. Uvedené tvrzeńı plat́ı pro př́ıpad spojité náhodné veličiny , kdy transformačńı funkce
h je skalárńı funkćı skalárńıho argumentu a je na celém svém definičńım oboru
monotónńı .

2. Př́ıpad diskrétńı náhodné veličiny lze řešit jednoduše podle základńıch definičńıch
vzorc̊u. Postup je patrný z předchoźıho př́ıkladu.
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3. V př́ıpadě, kdy funkce h neńı monotónńı, je situace komplikovaněǰśı. Pro transfor-
movanou distribučńı funkci FY (y) potom plat́ı

FY (y) =
∑

j

P (X ∈ Ij) =
∑

j

∫

Ij

fX(x)dx,

kde Ij označuje j-tý interval na ose x, pro který plat́ı h(x) ≤ y.

Hustotu pravděpodobnosti fY (y) dostaneme opět derivaćı distribučńı funkce FY (y).
(Př́ıklad následuje.)

4. O př́ıpadu, kdy h je (vektorovou) funkćı v́ıce proměnných, se zmı́ńıme později.

P ř ı́ k l a d: Pro transformačńı funkci Y = X2 a zvolené y dostaneme právě jeden interval I, pro
který plat́ı x2 ≤ y. Tento interval je I = 〈−√y,

√
y〉. Pro distribučńı funkci FY (y) a y > 0 plat́ı

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (X ∈ 〈−√y,
√

y〉) =

=
∫ √

y

−√y
fX(x)dx =

∫ √
y

−∞
fX(x)dx−

∫ −√y

−∞
fX(x)dx = FX(

√
y)− FX(−√y),

pro y ≤ 0 je FY (y) = 0.

Hustotu pravděpodobnosti dostaneme derivaćı distribučńı funkce

fY (y) =
dFY (y)

dy
=

1
2
√

y
[fX(

√
y) + fX(−√y)] ,

pro y > 0 a fY (y) = 0, pro y ≤ 0.

Př́ıklady

P ř ı́ k l a d 1: Uvažujeme diskrétńı náhodnou veličinu X s hodnotami xi = iπ
2 pro i = 1, 2, . . . , 10.

Pravděpodobnostńı funkce fX(x) p̌rǐrazuje těmto hodnotám pravděpodobnosti fX(xi) = (11 − i)/55.
Určete pravděpodobnostńı funkci fY (y), jestliže Y = sin(X). ♦

x π
2 2π

2 3π
2 4π

2 5π
2 6π

2 7π
2 8π

2 9π
2 10π

2

fX(x) 10
55

9
55

8
55

7
55

6
55

5
55

4
55

3
55

2
55

1
55

y = sin(x) 1 0 -1 0 1 0 -1 0 1 0

Odtud plyne y ∈ {−1, 0, 1} a

fY (−1) =
8
55

+
4
55

=
12
55

,

fY (0) =
9
55

+
7
55

+
5
55

+
3
55

+
1
55

=
5
11

,

fY (1) =
10
55

+
6
55

+
2
55

=
18
55

.
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P ř ı́ k l a d 2: Uvažujme spojitou náhodnou veličinu X s hustotou pravděpodobnosti fX(x) a jej́ı
transformaci Y = aX + b, a, b konstanty, a 6= 0.

Určete hustotu pravděpodobnosti fY (y). ♦
Funkce je monotónńı, inverzńı funkce je x = y−b

a , a jej́ı derivace 1
a . Tedy plat́ı

fY (y) =
1
|a|fX

(
y − b

a

)

P ř ı́ k l a d 3: Náhodná veličina X má hustotu pravděpodobnosti fX(x) = 1/3 pro x ∈ (−1, 2) a
jinde rovnu nule. Napǐste distribučńı funkci a hustotu pravděpodobnosti náhodné veličiny Y = |X|. ♦
Transformačńı funkce neńı monotónńı, proto nelze p̌ŕımo použ́ıt vzorec (50). Budeme postupovat podle
poznámky 3 k tomuto vzorci.

Pro dané y ≥ 0 hledáme intervaly Ij hodnot x, pro které plat́ı h(x) ≤ y tj. |x| ≤ y. Takový interval je
jediný: I = {x : x ∈ (−y, y)}. Podle zḿıněné poznámky je:

FY (y) = P (X ∈ (−y, y)) =
∫ y

−∞
fX(x)dx−

∫ −y

−∞
fX(x)dx

Po dosazeńı konkrétńı hustoty pravděpodobnosti a integraci po částech dostaneme

FY (y) =





0 pro y < 0
2
3y pro y ∈ 〈0, 1)
1
3(y + 1) pro y ∈ 〈1, 2)

1 pro y ≥ 2

Hustotu pravděpodobnosti dostaneme derivaćı

fX(x) =





0 pro y < 0
2
3 pro y ∈ 〈0, 1)
1
3 pro y ∈ 〈1, 2)

0 pro y ≥ 2

P ř ı́ k l a d 4: Uvažujme spojitou náhodnou veličinu X s hustotou pravděpodobnosti fX(x) = 1/π
pro x ∈ (−π/2, π/2), jinde nula. Najděte hustotu pravděpodobnosti náhodné veličiny Y = tg(X). ♦
Funkce je monotónńı na x ∈ (−π/2, π/2) a jej́ı obor hodnot je y ∈ R. Inverzńı funkce je x = h−1(y) =
arctg(y) a jej́ı derivace x′ = dh−1(y)

dy
= 1/(1 + y2). Hledaná hustota pravděpodobnosti bude

fY (y) = fX(x) |x′| = 1
π

1
1 + y2

.

9.2 Funkce náhodného vektoru

Tak, jako pro jednu náhodnou veličinu, budeme uvažovat funkci náhodného vektoru. Nejprve
budeme uvažovat skalárńı funkci vektorového argumentu.
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De f i n i c e 9.2 (Funkce v́ıce náhodných veličin)

Jsou-li X1, X2, . . . , Xn náhodné veličiny, pak náhodná veličina Y definovaná

Y = h(X1, X2, . . . , Xn)

se nazývá funkćı náhodných veličin X1, X2, . . . , Xn.

Komentář k definici

1. Definovali jsme skalárńı funkci vektorového argumentu. Pokud by náhodná veličina Y
byla rovněž vektor, stejně bychom mohli definovat i vektorovou funkci.

P ř ı́ k l a d: Sledujme pokus ”hod kostkou” s náhodnou veličinou ”počet bodů”. Budeme uvažovat
dva hody. Výsledku prvńıho p̌rǐrad́ıme náhodnou veličinu X1 a druhému X2. Náhodnou veličinu Y
definujeme Y = max(X1, X2), tedy jako věťśı z obou padlých č́ısel. ♦
Náhodná veličina Y může tedy nabývat hodnot 1, 2, 3, 4, 5, 6. Pravděpodobnosti jednotlivých hodnot
urč́ıme podle klasické definice. Všech možných dvojic hodnot obou hodů je 36. Př́ıznivé možnosti urč́ıme
tak, že výsledky hodů uspǒrádáme do matice a v ńı urč́ıme maxima

1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6
2 1 2 2 2 3 2 4 2 5 2 6
3 1 3 2 3 3 3 4 3 5 3 6
4 1 4 2 4 3 4 4 4 5 4 6
5 1 5 2 5 3 5 4 5 5 5 6
6 1 6 2 6 3 6 4 6 5 6 6

→ max →

1 2 3 4 5 6
2 2 3 4 5 6
3 3 3 4 5 6
4 4 4 4 5 6
5 5 5 5 5 6
6 6 6 6 6 6

Odtud lze určit tabulku pravděpodobnost́ı, tj. pravděpodobnostńı funkci náhodné veličiny Y

x 1 2 3 4 5 6

f(x) 1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36
.

Uvedený př́ıklad pro diskrétńı náhodné veličiny ukazuje podstatu věci. Dále se obrát́ıme
k složitěǰśımu a ne tak pr̊uhlednému př́ıpadu spojitých náhodných veličin.

Tv r z e n ı́ 9.2 (Transformace hustoty pravděpodobnosti pro skalárńı funkci)

Uvažujeme náhodný vektor X = (X1, X2, . . . , Xn)′ se sdruženou hustotou pravděpodobnosti
fX(x1, x2, . . . , xn) a skalárńı funkci tohoto náhodného vektoru Y = h(X). Distribučńı funkci
FY (y) náhodné veličiny Y urč́ıme takto

FY (y) = P (Y ≤ y) =
∫ ∫

. . .
∫

h(x1,x2,...,xn)≤y

fX(x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 . . . dxn. (51)

Integrace se provád́ı přes všechna x, pro která plat́ı, že když je dosad́ıme do transformačńı
funkce h, dostaneme č́ıslo menš́ı než y, pro které poč́ıtáme distribučńı funkci.

Hustotu pravděpodobnosti fY (y) źıskáme derivaćı distribučńı funkce podle y.

58



Ov ě ř e n ı́: Plyne př́ımo z definice distribučńı funkce a hustoty pravděpodobnosti.

P ř ı́ k l a d: Uvažujme hustotu pravděpodobnosti f(x1, x2) dvourozměrné náhodné veličiny
X = (X1, X2) a jej́ı funkci Y = X1 + X2. Určete distribučńı funkci a hustotu pravděpodobnosti
náhodné veličiny Y . ♦
Oblast integrace podle (51) je dána nerovnićı x1 +x2 ≤ y, kde x1 a x2 jsou proměnné a y je konstanta.
Jedná se tedy o polorovinu v rovině x1, x2, lež́ıćı pod p̌ŕımkou se směrnicovou rovnićı x2 = −x1 + y.
Odtud plyne

FY (y) =
∫ ∞

−∞

[∫ y−x2

−∞
fX(x1, x2)dx1

]
dx2.

Hustotu pravděpodobnosti źıskáme derivaćı podle y

fY (y) =
∫ ∞

−∞
fX(y − x, x)dx

Uvažujme nyńı ještě obdobu transformace hustoty pravděpodobnosti podle Tvrzeńı 9.1, a to
pro n-rozměrnou funkci n náhodných veličin.

Tv r z e n ı́ 9.3 (Transformace hustoty pravděpodobnosti pro n funkćı n proměnných)

Uvažujeme náhodný vektor X = (X1, X2, . . . , Xn)′ se sdruženou hustotou pravděpodob-
nosti fX(x1, x2, . . . , xn) a n-rozměrnou, vzájemně jednoznačnou vektorovou funkci tohoto
náhodného vektoru Y = h(X) = [h1(X), h2(X), . . . , hn(X)]. Hustotu pravděpodobnosti
fY (y) = fY (y1, y2, . . . , yn) n-rozměrné náhodné veličiny Y urč́ıme takto

fY (y) = fX(h−1
1 (y), h−1

2 (y), . . . , h−1
n (y))|J |, (52)

kde h−1
i , i = 1, 2, . . . , n znač́ı funkce inverzńı k funkćım hi a |J | je Jakobián inverzńı trans-

formačńı funkce h, tj.

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣

∂h−1
1

∂y1

∂h−1
1

∂y2
. . .

∂h−1
1

∂yn

. . . . . . . . . . . .
∂h−1

n

∂y1

∂h−1
n

∂y2
. . . ∂h−1

n

∂yn

∣∣∣∣∣∣∣∣
nebo

1

J
=

∣∣∣∣∣∣∣

∂h1

∂x1

∂h1

∂x2
. . . ∂h1

∂xn

. . . . . . . . . . . .
∂hn

∂x1

∂hn

∂x2
. . . ∂hn

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣

Ov ě ř e n ı́: Vzorec plyne z (50) a věty o transformaci v́ıcerozměrného integrálu.

P ř ı́ k l a d: Uvažujme dvourozměrné náhodné vektory X = [X1, X2] a Y = [Y1, Y2], pro které plat́ı
Y1 = X1 + X2 a Y2 = X2. Určete hustotu pravděpodobnosti fY (y) náhodného vektoru Y. ♦
Inverzńı funkce jsou: x1 = h−1

1 (y) = y1 − y2 a x2 = h−1
2 (y) = y2.

Jakobián je

J =

∣∣∣∣∣∣

∂h−1
1

∂y1

∂h−1
1

∂y2

∂h−1
2

∂y1

∂h−1
2

∂y2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
1 −1
0 1

∣∣∣∣∣ = 1

Hustota pravděpodobnosti fY (y) je

fY (y) = fX(h−1
1 (y), h−1

2 (y)) = fX(y1 − y2, y2).
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Marginálńı hustota pravděpodobnosti fY (y1) =
∫∞
−∞ g(y)dy2 =

∫∞
−∞ fX(y1 − y2, y2)dy2, což odpov́ıdá

výsledku p̌ŕıkladu k Tvrzeńı 9.2.
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10 Poč́ıtáńı s náhodnými veličinami a vektory

P ř ı́ k l a d 1: Je dána distribučńı funkce náhodné veličiny X

F (x) = 1− 1
x3

pro x > 1 jinde 0.

Určete sťredńı hodnotu, modus a medián tohoto rozděleńı. ♦
Hustotu pravděpodobnosti dostaneme derivováńım distribučńı funkce

f(x) =
3
x4

, x > 1, jinde 0.

Sťredńı hodnota je

E[X] =
∫ ∞

1
x

3
x4

dx =
[−3
2x2

]∞

1
=

3
2
.

Modus je argument x, pro který nabývá hustota pravděpodobnosti maxima. Protože derivace
f ′(x) = −12x−5 je f(x) na intervalu (1,∞) klesaj́ıćı. Proto je maximum v levé hranici, a tedy

x̂ = 1.

Medián je bod x̃, pro který plat́ı F (x̃) =
∫ x̃
−∞ f(x) = 0.5 Protože je dána p̌ŕımo distribučńı funkce, je

1− 1
x̃3

=
1
2

⇒ x̃ = 3
√

2.

P ř ı́ k l a d 2: Náhodná veličina X má hustotu pravděpodobnosti

f(x) =

{
1− |x− 1| pro x ∈ (0, 2)
0 jinde

Určete jej́ı distribučńı funkci, sťredńı hodnotu a rozptyl. ♦
Distribučńı funkci urč́ıme podle obecného vztahu F (x) =

∫ x
−∞ f(t)dt. Protože je ale hustota prav-

děpodobnosti po částech spojitá, muśıme rovněž integrovat po částech, a to pro intervaly (−∞, 0),
(0, 1), (1, 2) a (2,∞).

Na prvńım intervalu x ∈ (−∞, 0) je f(x) = 0, a tedy bude také F (x) = 0.

Na druhém intervalu x ∈ (0, 1) je f(x) = x a tedy

F (x) =
∫ x

−∞
f(t)dt =

∫ 0

−∞
f(t)dt +

∫ x

0
tdt = 0 +

[
1
2
t2

]x

0
=

1
2
x2

Na ťret́ım intervalu x ∈ (1, 2) je f(x) = 2− x

F (x) =
∫ x

−∞
f(t)dt =

∫ 0

−∞
f(t)dt +

∫ 1

0
f(t)dt +

∫ x

1
(2− t)dt = 0 +

1
2

+
[
2t− 1

2
t2

]x

1
=

=
1
2

+ 2x− 1
2
x2 − 2 +

1
2

= 1− 1
2
(x− 2)2
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Na posledńım intervalu x ∈ (2,∞) je opět f(x) = 0. Hodnota F (x) na konci p̌redchoźıho intervalu je
F (2) = 1 a ta z̊ustane stejná pro celý interval.

Distribučńı funkci tedy můžeme zapsat po částech

F (x) =





0 pro x ∈ (−∞, 0)
0.5x2 pro x ∈ (0, 1)

1− 0.5(x− 2)2 pro x ∈ (1, 2)
1 pro x ∈ (2,∞).

Po z n á mk a: Pozor. Nezapomeňte, že v každém intervalu poč́ıtáme vždy integrál od −∞, a tedy
i přes všechny minulé intervaly (tj. intervaly vlevo). V diskrétńım př́ıpadě hovoř́ıme o kumulativńım
součtu. Integrál je také ”kumulativńı”.

Středńı hodnota:

Podle definice sťredńı hodnoty a tvaru hustoty pravděpodobnosti je

E[X] =
∫ ∞

−∞
xf(x)dx =

∫ 1

0
x2dx +

∫ 2

1
x(2− x)dx =

[
1
3
x3

]1

0
+

[
x2 − 1

3
x3

]2

1
= 1,

což se dalo čekat (podle grafu hustoty).

Rozptyl:

D[X] =
∫ ∞

−∞
(x−E[x])2f(x)dx =

∫ ∞

−∞
x2f(x)dx−E[X]2 =

=
∫ 1

0
x3dx +

∫ 2

0
x2(2− x)dx− 1 =

[
1
4
x4

]1

0
+

[
2
3
x3 − 1

4
x4

]2

1
− 1 =

1
6

P ř ı́ k l a d 3: Při zaokrouhlováńı na jedno desetinné ḿısto se dopoušt́ıme chyby, rovnoměrně
rozdělené na intervalu (−0.05, 0.05). Jaká je pravděpodobnost, že se součet dvou takto zaokrouhlených
č́ısel bude od hodnoty p̌resné lǐsit nejvýše o ±0.02? ♦
Chybu, vzniklou zaokrouhleńım prvého č́ısla označ́ıme X1 a druhého X2. Obě maj́ı rovnoměrné rozděleńı
s hustotou pravděpodobnosti f(x) = 10 pro x ∈ (−0.05, 0.05) a 0 jinde. Obě tyto náhodné veličiny jsou
nezávislé, a tedy sdružená hustota je

f(x1, x2) = f(x1)f(x2) = 100, pro [x1x2] ∈ (−0.05, 0.05)× (−0.05, 0.05), jinde 0

Chybu součtu označ́ıme Y a je transformaćı Y = X1 + X2, Y ∈ (−0.1, 0.1). Jej́ı distribučńı funkce
spočteme jako integrál z hustoty pravděpodobnosti p̌res oblast x1 + x2 ≤ y, tj. x2 ≤ −x1 + y

F (y) =
∫ ∫

x1+x2≤y

f(x1, x2)dx1dx2 =

=





∫ 0.05+y
−0.05

∫ y−x1
−0.05 100dx2dx1 = −150y2 + 10y + 0.5 pro y ≤ 0

1− ∫ 0.05
y−0.05

∫ 0.05
y−x1

100dx2dx1 = −50y2 + 10y + 0.5 pro y > 0.
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Distribučńı funkce tedy je

F (y) =





0 pro y ≤ −0.1
50y2 + 10y + 0.5 pro y ∈ (−0.1, 0)

−50y2 + 10y + 0.5 pro y ∈ (0, 0.1)
1 pro y ≥ 0.1

Pravděpodobnost, že součet dvou zaokrouhlených č́ısel se bude od p̌resné hodnoty lǐsit maximálně o
±0.02 je roven pravděpodobnosti, že chyba v součtu (tj. hodnota náhodné veličiny Y ) bude v intervalu
(−0.02, 0.02) a tu urč́ıme pomoćı rozd́ılu distribučńı funkce

F (0.02)− F (−0.02) = −50·0.022 + 10·0.02 + 0.5− (−150·0.022 − 10·0.02 + 0.5) = 0.36

Po z n á mka: Při odvozeńı distribučńı funkce si oblast integrace nakreslete a rozdělte ji na
dolńı a horńı polovinu. Integraćı přes dolńı polovinu obdrž́ıte př́ımo distribučńı funkci pro y ≤ 0,
integraćı přes horńı polovinu dostanete P (Y > y) = 1−F (y) a výsledek plat́ı pro y > 0. S podmı́nkou
y ∈ (−0.1, 0.1) dostaneme výslednou distribučńı funkci tak, jak je zapsána.
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11 Limitńı věty

11.1 Konvergence náhodné posloupnosti

Konvergence podle pravděpodobnosti

Protože posloupnosti náhodných veličin jsou náhodné, nelze pro ně použ́ıt běžnou definici
konvergence. Proto se zavád́ı tzv. konvergence podle pravděpodobnosti , kde sledujeme
nikoliv samotnou konvergenci člen̊u posloupnosti, ale pravděpodobnost této konvergence.

De f i n i c e 11.1 (Konvergence podle pravděpodobnosti)

Pro posloupnost náhodných veličin {Xn}∞n=1 a konstantu c ∈ R řekneme, že posloupnost
konverguje k c podle pravděpodobnosti, tj. Xn ↪→ c, jestliže plat́ı

lim
n→∞P (|Xn − c| ≥ ε) = 0, nebo lim

n→∞P (|Xn − c| ≤ ε) = 1, ∀ε (53)

Komentář k definici

1. Definice ř́ıká, že jestliže posloupnost konverguje, pak pro dostatečně velká n je prav-
děpodobnost hodnot Xn vně ε-okoĺı bodu c bĺızká nule, nebo uvnitř tohoto okoĺı bĺızká
jedné. Jej́ı význam je tedy názorný.

Konvergence v distribuci

Jedná se o daľśı možnou definici konvergence náhodné posloupnosti, tentokrát nikoli ke
konstantě ale k určité náhodné veličině.

De f i n i c e 11.2 (Konvergence v distribuci)

Uvažujeme posloupnost náhodných veličin {Xn}∞n=1 s distribučńımi funkcemi F (xn) a
náhodnou veličinu X s distribučńı funkćı F (x). Řekneme, že posloupnost náhodných veličin
Xn konverguje v distribuci k náhodné veličině X, jestliže plat́ı

lim
n→∞Fn(x) = F (x) (54)

ve všech bodech spojitosti funkce F (x).

11.2 Čebyševova nerovnost

Pro každou náhodnou veličinu plat́ı

P (|X − E[X]| ≤ ε) ≥ 1− D[X]

ε2
.

Výraz |X −E[X]| představuje vzdálenost realizaćı X od své středńı hodnoty. Vzorec udává
minimálńı pravděpodobnost, se kterou budou realizace X ležet v daném ε okoĺı své středńı
hodnoty.
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11.3 Zákon velkých č́ısel

Uvažujme náhodnou posloupnost {Xn}∞n=1.

a) Pro tuto posloupnost náhodných veličin s alternativńım rozděleńım s parametrem π plat́ı

Xn ↪→ π

b) Pro posloupnost spojitých a nekorelovaných náhodných veličin se středńı hodnotou µ a
konečným rozptylem σ2, podobně plat́ı

Xn ↪→ µ.

Lze shrnout: Pro empirické charakteristiky poč́ıtané z dostatečného množstv́ı změřených
hodnot plat́ı, že se bĺıž́ı k odpov́ıdaj́ıćım charakteristikám souboru.

11.4 Centrálńı limitńı věta

Uvažujeme posloupnost vzájemně nezávislých náhodných veličin se středńı hodnotou µ a
konečným rozptylem σ2. Pak posloupnost

1

σ
√

n




n∑

j=1

Xj − nµ


 , n →∞

konverguje v distribuci k rozděleńı N(0, 1) (standardńı normálńı rozděleńı).

Lze shrnout: Pro velký výběr z libovolně rozložené náhodné veličiny (spojité i diskrétńı)
maj́ı součtové charakteristiky přibližně normálńı rozděleńı, a to

∑
Xj se bĺıž́ı k N(nµ, nσ2)

a
∑

Xj/n má přibližně rozděleńı N(µ, σ2/n).

Po z n á mka: Tato věta má veliký praktický význam pro statistiku. Řı́ká, že dostatečně velký
počet naměřených hodnot zaruč́ı, že daľśı zpracováńı je možno provádět za předpokladu normality.
S jiným, než normálńım rozděleńım, se totǐz pracuje velmi těžko, nebo výpočty v̊ubec nelze provést.

P ř ı́ k l a d 1: Spojité rozděleńı

Kolikrát je ťreba změ̌rit danou veličinu, jej́ıž p̌resná hodnota je µ, abychom mohli s pravděpodobnost́ı
0.96 tvrdit, že absolutńı hodnota pr̊uměru mě̌reńı se od správné hodnoty µ lǐśı o méně než 2, je-li
směrodatná odchylka mě̌reńı rovna 4.

Ř e š e n ı́:
a) pomocı́ Čebyševovy nerovnosti: Pr̊uměr X má sťredńı hodnotu µ a rozptyl σ2

n . Čebyševova
nerovnost pro tento pr̊uměr je

P (|X − µ| ≥ ε) ≤ σ2

nε2
.

Pravděpodobnost 0.96, která je zadaná, je témě̌r stejná, jako pravděpodobnost na levé straně Čebyševovy
nerovnosti, ale znaménko nerovnosti je obrácené. Muśıme tedy vyj́ıt z doplňku. Je

P (|X − µ| ≥ ε) = 1− P (|X − µ| < ε) = 1− 0.96 = 0.04.
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Porovnáńım pravé strany Čebyševovy nerovnosti s p̌redchoźım výsledkem dostaneme rovnici pro n

σ2

nε2
= 0.04

a po dosazeńı
42

n·22
= 0.04 ⇒ n = 100.

Pro požadovanou maximálńı chybu pr̊uměru mě̌reńı od skutečné hodnoty je podle Čebyševovy nerovnosti
ťreba provést nejméně 100 mě̌reńı.

b) pomocı́ centrálnı́ limitnı́ věty: Předpokládáme-li, že provedených mě̌reńı bude poťreba
hodně (jak tomu naznačuje výpočet podle Čebyševovy nerovnosti), můžeme p̌redpokládat, že bez ohledu
na typ rozděleńı samotných mě̌reńı bude jejich pr̊uměr rozdělen normálně. Podle zadáńı úlohy má platit

P (|X − µ| < 2) = P (X ∈ (µ− 2;µ + 2)) = 0.96.

Pro pravděpodobnost nap̌r. vpravo od tohoto intervalu tedy plat́ı

P (X ≥ µ + 2) = (1− 0.96)/2 = 0.02.

Po normováńı argumentu pravděpodobnosti podle vzorce

Z =
X − µ

σ

√
n

dostaneme

P

(
Z ≥ µ + 2− µ

σ

√
n

)
= 0.02,

a tedy
2
σ

√
n = z0.02,

kde z0.02 = 2.05 je kritická hodnota normálńıho rozděleńı pro pravděpodobnost 0.02.
Po dosazeńı za σ = 4 dostaneme

n
.= 17.

Podle centrálńı limitńı věty stač́ı pro požadovanou p̌resnost 17 mě̌reńı.

Kontrola: pro platnost limitńıch vět požadujeme ”velký počet mě̌reńı”. Běžně uváděná hodnota je 30
mě̌reńı. Náš výsledek je 17 mě̌reńı, muśıme si být proto vědomi, že chyba výpočtu může být poněkud
věťśı.

Vid́ıme, že Čebyševova nerovnost ”si dává značnou rezervu”. Plat́ıme zde daň za to, že je velmi obecná

– neoṕırá se o konkrétńı rozděleńı, ale plat́ı pro libovolnou náhodnou veličinu.

P ř ı́ k l a d 2: Diskrétńı rozděleńı

Urna obsahuje 10 ḿıčk̊u s č́ısly 0, 1, ..., 9. Postupně losujeme n ḿıčk̊u tak, že vybraný ḿıček opět
vrát́ıme zpět. Kolik ḿıčk̊u je ťreba vytáhnout, aby relativńı četnost vytažeńı ḿıčku s č́ıslem 6 ležela s
pravděpodobnost́ı 0.95 v intervalu (0.09; 0.11)?
Ř e š e n ı́:
Princip řešeńı je obdobný jako v p̌redchoźım p̌ŕıkladě, jen rozděleńı je jiné.
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a) pomocı́ Čebyševovy nerovnosti: Relativńı četnost vytažeńı ḿıčku je rovna pod́ılu p = n+

n (n+

je počet ḿıčk̊u s č́ıslem 6 vytažených v n pokusech). Tento pod́ıl má sťredńı hodnotu π a rozptyl π(1−π)
n ,

kde π = 0.1 (deset ḿıčk̊u, každý má stejnou pravděpodobnost). Čebyševova nerovnost má pro tento
p̌ŕıpad tvar (rozptyl binomického rozděleńı je π(1− π))

P (|p− π| ≥ ε) ≤ π(1− π)
nε2

.

Protože požadujeme, aby bylo p ∈ (0.09; 0.11), tj |p− π| < 0.01, je ε = 0.01. Levá strana Čebyševovy
nerovnosti je doplňkem k zadané pravděpodobnosti 0.95, a tedy plat́ı

π(1− π)
nε2

= 1− 0.95,
0.1·0.9
n0.012

= 0.05 ⇒ n = 18 000 .

b) pomocı́ centrálnı́ limitnı́ věty: Je P (|p − π| < 0.01) = 0.95 právě tehdy, když je P (p ≥
π + 0.01) = 0.025. Argument pravděpodobnosti normujeme podle vzorce

Z =
p− π√
π(1− π)

√
n

a dostaneme

P

(
Z > 0.01

√
n√

π(1− π)

)
= 0.025.

Odtud

0.01
√

n√
π(1− π)

= z0.025,

kde z0.025 = 1.96 je kritická hodnota normálńıho rozděleńı pro pravděpodobnost 0.025. Po dosazeńı
dostaneme

√
n =

1.96
√

.1(1− .1)
0.01

= 58.8 ⇒ n
.= 3457.
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12 Rezerva

12.1 Kvantily a kritické hodnoty

Je dána normovaná normálńı náhodná veličina X. Jestliže v́ıte, že P (X > 1.645) = 0.05
určete:

1. P (X < 1.645) =? [?=0.95]

2. P (X > −1.645) =? [?=0.95]

3. P (X < −1.645) =? [?=0.05]

4. P (X <?) = 0.05 [?=-1.645]

5. P (X >?) = −0.05 [nesmysl]

6. P (X <?) = 0.95 [?=1.645]

7. P (|X| < 1.645) =? [?=0.9]

8. P (|X| > 1.645) =? [?=0.1]

Je dána normálńı náhodná veličina se středńı hodnotou 8 a rozptylem 16. Určete

1. P (X > 10)
[
= P

(
Z > 10−8

4

)
= P (Z > 0.5) = 0.31

]

2. P (X > 5)
[
= P

(
Z > 5−8

4

)
= P (Z > −3/4) = 1− P (Z > 3/4) = 0.77

]

12.2 Př́ıklady k rozděleńım NV

1. V dodávce 1000 výrobk̊u je 50 vadných.

a) Jaká je pravděpodobnost, že ve výběru 80 výrobk̊u bude 5 vadných?

b) Jaký bude pr̊uměrný počet vadných výrobk̊u v opakovaném výběru 80 ks?

c) Provedeme 100 výběr̊u po 80 kusech. Jaký je očekávaný počet výběr̊u s pěti vadnými
výrobky?

Ř e š e n ı́:
a) Úplně přesně: P = C5(50)C75(950)/C80(1000) - nejde poč́ıtat. Aproximace bi-
nomickým rozděleńım s n = 80 a π = 50/1000 = 0.05. Hledaná pravděpodobnost

je P (5) =
(

80
5

)
0.0550.9575 = 0.1603.

Daľśı aproximace Poissonovým rozděleńım (n velké, π malé) s λ = nπ = 4. Bude
f(5) = e−4 45

5!
= 0.1563.

b) Bude to středńı (očekávaná) hodnota E[K] = nπ = λ = 4.

c) Podle statistické definice je pravděpodobnost rovna počtu úspěšných pokus̊u
dělenému celkovým počtem pokus̊u, tedy P (5) = N+

N
⇒ 0.16 = N+

100
⇒ N+ .

= 16
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2. Pravděpodobnost výroby vadného výrobku je 0.01%. Nový pracovńık vyrobil 5000
výrobk̊u a z nich byly 3 vadné. Je tento počet normálńı, nebo lze předpokládat, že je
zp̊usoben nezkušenost́ı pracovńıka?

Ř e š e n ı́:
Náhodná veličina ”počet vadných výrobk̊u v sérii 5000” má Poissonovo rozděleńı (n
velké, π malé) s λ = 5000·0.0001 = 0.5. Potom pravděpodobnost, že za běžných
okolnost́ı (tj. s běžnou pravděpodobnost́ı vyrobeńı vadného výrobku π = 0.01) je prav-
děpodobnost tř́ı a v́ıce vadných výrobk̊u rovna P (K > 3) = 1−P (0)−P (1)−P (2) =
1−e−0.5(1+0.5+ 0.52

2
) = 0.014. Tj. pravděpodobnost, že za normálńıch okolnost́ı budou

v sérii 5000 výrobk̊u 3 nebo v́ıce vadných je 0.014; jinak řečeno, jen 1.4% pracovńık̊u
by mělo tolik vadných výrobk̊u. To ukazuje na nezkušenost nového pracovńıka.

3. Měř́ıćı př́ıstroj je zat́ıžen jednak systematickou chybou 0.5, jednak náhodnou chybou
se směrodatnou odchylkou 0.3.

a) S jakou pravděpodobnost́ı bude změřena hodnota s odchylkou v intervalu (0.4; 0.6)?

b) V jakých meźıch lze očekávat odchylky od správné hodnoty s pravděpodobnost́ı 0.95?

Ř e š e n ı́:
a) Normálńı rozděleńı. Předpokládáme, že máme k dispozici pouze tabulky pravděpo-
dobnost́ı, kde jsou uvedeny jen pravděpodobnosti normovaného rozděleńı. Budeme
proto normovat. (Pozn.: např v Excelu lze řešit bez normováńı.)

Z =
X − µ

σ
, ⇒ zd =

0.4− 0.5

0.3
= −0.33, zh =

0.6− 0.5

0.3
= 0.33.

Požadovaná pravděpodobnost je P (X ∈ (0.4; 0.6)) = P (Z ∈ (−0.33; 0.33)) = 1 −
2P (Z < −0.33) = 1− 2·0.37

.
= 0.26.

b) Je-li pravděpodobnost intervalu 0.95, je pravděpodobnost vpravo i vlevo pravděpo-
dobnost 0.025. Hledáme kritickou hodnotu z0.025 (kvantil ζ0.025), tj hodnotu, pro kterou
plat́ı

P (Z > z0.025) = 0.025, nebo P (Z < ζ0.025) = 0.025

Z tabulek: z0.025 = 1.96 nebo ζ0.025 = −1.96. Po odnormováńı (přechodu k p̊uvodńı
náhodné veličině X) dostaneme

X = µ + σ·Z ⇒ xd = 0.5− 1.96·0.3 = −0.088, xd = 0.5 + 1.96·0.3 = 1.088.

Chyba bude s pravděpodobnost́ı 0.95 ležet v intervalu (-0.088; 1.088).

Poznámka: Tento druh výpočt̊u je velmi d̊uležitý. Bude základem pro řadu úloh ve
statistice (intervaly spolehlivosti, testy hypotéz).

4. Pr̊uměrná doba čekáńı na zákazńıka je 50 s. Doba čekáńı se ř́ıd́ı exponenciálńım
rozděleńım. Jaká je pravděpodobnost, že zákazńık bude obsloužen v době kratš́ı než
30 s?
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Ř e š e n ı́:
Pr̊uměrná doba čekáńı je středńı hodnota, tedy δ = 50.

P (X < 30) =
∫ 30

0
f(ξ)dξ = F (30) = 1− e−

1
50

30 = 0.45.

12.3 Přepočet sdružené hp na marginálńı a podmı́něnou

Na dvou př́ıkladech ukážeme pro diskrétńı a spojité (normálńı) rozděleńı základńı přepočet
hustot pravděpodobnosti (hp): ”marginálńı” krát ”podmı́něná” rovná se ”sdružená” a
obrácený rozklad na ”podmı́něnou” a ”marginálńı”. Tento postup odpov́ıdá jednomu
použit́ı Bayesova vzorce a je základem pro odhadováńı parametr̊u matematických model̊u.
Označ́ıme-li θ parametr modelu a y sledovanou náhodnou veličinu (data), lze zmı́něný
přepočet zapsat takto

f(θ)f(y|θ) = f(y, θ) = f(θ|y)f(y).

V interpretaci teorie rozhodováńı maj́ı jednotlivé hp následuj́ıćı význam:

1. f(θ) je apriorńı hp, která popisuje parametr bez znalosti dat y. Konstruuje se na
základě znalosti procesu, než začneme měřit data.

2. f(y|θ) je model. Dává pravděpodobnostńı popis výstupu y, jestliže známe parametr
modelu θ.

3. f(θ|y) je aposteriorńı hp. Dává popis parametru, do kterého je již zahrnuta informace
ze změřeného y.

4. f(y) je predikce. Určuje pravděpodobnosti r̊uzných hodnot y a to v př́ıpadě, že neznáme
hodnotu parametru θ.

P ř ı́ k l a d 1: Nejprve budeme uvažovat diskrétńı p̌ŕıpad, tj. situaci, kdy sledovaná náhodná veličina
y může nabývat jen konečného (spočetného) počtu hodnot; v našem p̌ŕıpadě dvě. Budeme sledovat T
ǩrižovatku, do které vj́ıžd́ı auta a odbočuj́ı bud’ doleva nebo doprava. Náhodnou veličinu y ztotožńıme
se způsobem odbočeńı - doleva: y = 0, doprava: y = 1.

Model má popisovat situaci, vyjáďrenou slovně takto: pravděpodobnost, že y = 1 je θ a y = 0 je
doplněk 1− θ. Tento model je možno zapsat následuj́ıćım způsobem

f(y|θ) = θδ(y,1)(1− θ)δ(y,0),

kde δ(y, i) je Kroneckerova funkce, tj. δ(y, i) = 1 pro y = i, jinak je nula. (Tento model má tvar
alternativńıho rozděleńı, protože δ(y, 0) = 1− y a δ(y, 1) = y.)

Apriorńı hp f(θ) voĺıme záměrně v takovém tvaru, aby po vynásobeńı hp modelu jej́ı tvar z̊ustal
zachován (tzv. reprodukuj́ıćı se tvar). Bude tedy

f(θ) ∝ θn1(1− θ)n0 ,
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a normujeme tak, aby integrál p̌res θ od nuly do jedné byl jedna

α

∫ 1

0
θn1(1− θ)n0dθ = αB(n1 + 1, n0 + 1) = 1 ⇒ α = 1/B(n1 + 1, n0 + 1),

kde

B(n1 + 1, n0 + 1) =
Γ(n1 + 1)Γ(n0 + 1)

Γ(n0 + n1 + 2)
=

n0! n1!
(n0 + n1 + 1)!

,

kde posledńı výraz plat́ı pro n1, n0 celé.

Sdružená hp bude

f(y, θ) = f(y|θ)f(θ) = θδ(y,1)(1− θ)δ(y,0) 1
B(n1 + 1, n0 + 1)

θn1(1− θ)n0 =

=
1

B(n1 + 1, n0 + 1)
θn1+δ(y,1)(1− θ)n0+δ(y,0)

Marginálńı hp pro y dostaneme integrováńım p̌res θ

f(y) =
∫ 1

0

1
B(n1 + 1, n0 + 1)

θn1+δ(y,1)(1− θ)n0+δ(y,0)dθ =

=
B(n1 + δ(y, 1) + 1, n0 + δ(y, 0) + 1)

B(n1 + 1, n0 + 1)
=

ny + 1
n0 + n1 + 2

Aposteriorńı hp pro θ dostaneme děleńı sdružené a marginálńı (podle definice)

f(θ|y) =
f(y, θ)
f(y)

=

=
n0 + n1 + 2

ny + 1
1

B(n1 + 1, n0 + 1)
θn1+δ(y,1)(1− θ)n0+δ(y,0) =

=
n0 + n1 + 2

ny + 1
(n0 + n1 + 1)!

n0! n1!
θn1+δ(y,1)(1− θ)n0+δ(y,0) =

=
(n0 + n1 + 2)!
(ny + 1)! n1−y!

θn1+δ(y,1)(1− θ)n0+δ(y,0)

Protože mě̌reńı dat y se může v čase t = 1, 2, . . . opakovat, je výhodné zavést statistiky

N1;t = N1;t−1 + δ(y, 1)
N0;t = N0;t−1 + δ(y, 0)

s počátečńımi hodnotami N1;0 = n1 − 1 a N0;0 = n0 − 1.

Potom p̌repočet aposteriorńı hp v čase t ⇒ t + 1 bude

1
B(N1,t, N0,t)

θN1;t−1(1− θ)N0;t−1 ⇒ 1
B(N1,t+1, N0,t+1)

θN1;t+1−1(1− θ)N0;t+1−1
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Odhad parametru θ v čase t je

θ̂t =
N1,t+1

N0,t+1 + N1,t+1

a źıskáme jej jako sťredńı hodnotu z aposteriorńı hp (za úkol).

P ř ı́ k l a d 2: Provedeme podobný p̌repočet jako v minulém p̌ŕıpadě, ale pro spojité (normálńı)
rozděleńı.

Model bude popisovat situaci, kdy sledovaná veličina y má ḿıt stále stejnou hodnotu θ a jej́ı mě̌reńı se
lǐśı jen o určitou poruchu (šum). Poruchu označ́ıme e a jej́ı rozděleńı p̌redpokládáme ve tvaru normované
normálńı hp

f(e) =
1√
2π

exp
{
−1

2
e2

}
.

Transformaćı y = θ + e źıskáme hp modelu

f(y|θ) =
1√
2π

exp
{
−1

2
(y − θ)2

}
.

Všimněme si, že se jedná o podḿıněnou hp. Model lze použ́ıt pro vyjáďreńı hodnoty y jen za podḿınky,
že známe hodnotu parametru θ.

Apriorńı hp pro θ vyjáďŕıme také jako normálńı, se sťredńı hodnotou θ0 - p̌redběžně nejpravděpodob-
něǰśı hodnota parametru, a opět (pro jednoduchost) s jednotkovým rozptylem

f(θ) =
1√
2π

exp
{
−1

2
(θ − θ0)2

}

Sdružená hp bude

f(y, θ) =
1√
2π

exp
{
−1

2
(y − θ)2

}
1√
2π

exp
{
−1

2
(θ − θ0)2

}
=

=
1
2π

exp
{
−1

2

[
(y − θ)2 + (θ − θ0)2

]}

Podmı́něnou v θ a marginálńı v y dostaneme doplněńım výrazu v hranaté závorce exponentu na
čtverec v proměnné θ takto

(y − θ)2 + (θ − θ0)2 = y2 − 2yθ + θ2 + θ2 − 2θ0θ + θ2
0 = 2θ − 2θ(y + θ0) + y2 + θ2

0 =

= 2

[
θ2 − 2θ

y + θ0

2
+

(
y + θ0

2

)2

−
(

y + θ0

2

)2
]

+ y2 + θ2
0 =

= 2
(

θ − y + θ0

2

)2

+ y2 + θ2
0 −

y2 + 2yθ0 + θ2
0

2
=

1
0.5

(
θ − y + θ0

2

)2

+
1
2
(y − θ0)2

Výraz dosad́ıme zpět so sdružené hp a p̌revedeme na součin exponenciál. Dostaneme tak součin
podḿıněné a marginálńı hp

f(θ|y)f(y) =
1√

2π0.5
exp

{
− 1

2× 0.5

(
θ − y + θ0

2

)2
}

1√
2π2

exp
{
− 1

2× 2
(y − θ0)2

}
.

Z výsledku vid́ıme:
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1. U aposteriorńı hp se

• zmenš́ı rozptyl - lepš́ı odhad,

• p̌repočte odhad - vezme se v úvahu informace z namě̌reného y.

2. Marginálńı hp p̌redstavuje predikci - model y, když neznáme hodnotu parametru θ. Předpokládáme
jen jeho výchoźı popis pomoćı apriorńı hp (tj. někde kolem θ0). Vzhledem k této neurčitosti je i
rozptyl vyš̌śı.
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