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12.3 Prepocet sdruzené hp na marginalni a podminénou



1 Uvod

Zakladni situace, kterou zde budeme zkoumat, je nasledujici.

Sledujeme urcity proces a na ném pozorujeme vysledky. Napf.:

e Sledujeme dopravni komunikaci v jednom pevném misté a zaznamenavame intenzitu
dopravniho proudu (pocet vozidel, kterd projedou za jednu hodinu).

e Sledujeme tidice prijizdéjici na kiizovatku a méfime dobu, za kterou prehlédnou situaci
v celé kiizovatce.

e Dotazujeme se ndhodné vybranych ob¢anu na jejich vék a zaméstnani.

Vsimnéme si hned prvni situace - méfeni intenzity provozu:

Proces tvori projizdéjici auta na sledovaném misté. Zde nemame na mysli zadné konkrétni

------

muzeme naméfit libovolnou intenzitu (samoziejmé nezdpornou a néjak shora omezenou).
Proces lze reprezentovat mnozinu vsech moznych hodnot, které na ném lze zmérit.

Data je mnozina intenzit, které jsme ziskali opakovanym méfenim. Tato data se jiz
samoziejmé tykaji konkrétnich okamziku méfeni a tedy i konkrétnich aut, ktera zde
projizdéla.

Proces, jako mnozina vSech moznych hodnot, je vétsinou tak velky, ze je nemozné, nebo
alespon nevhodné, zkoumat vsechny jeho prvky. Data, kterd na procesu zméiime (nebo se
na né dotdzeme) o souboru vypovidaji. Je vSak tfeba mit na paméti, ze:

1. Data nemohou proces postihnout dokonale, ale vypovidaji o ném vzdy s urcitou chybou.

2. To, co z dat odvodime (a tedy i chyba s kterou to odvodime) zavisi na jejich konkrétnim
vybéru. Vybereme-li ndhodné nova data, dostaneme trochu jiny vysledek.

Cilem statistiky bude pravé odhad vlastnosti procesu z mérenych dat, ale také odhad chyby,
které jsme se mohli dopustit.

V nésledujicim odstavci se budeme zabyvat daty a jejich popisem.

1.1 Datovy soubor a jeho popis (Skripta str. 10)
Statisticka jednotka je objekt, ktery zkouméame.
Statisticka veli¢ina je vlastnost objektu, kterou zkouméame.

Datovy soubor je mnozina zméfenych (pozorovanych) hodnot statistické veliciny.



Ttidéni datového souboru je zépis souboru pomoci hodnot (intervali hodnot) dat
a jejich cetnosti.

PRIKLAD: Dotazali jsme se 10 obani na jejich v&k, zaokrouhleny na celé desitky. Obdrzeli jsme
data

50, 50, 30, 40, 60, 30, 50, 60, 30, 50.

Statistickd jednotka je oblan. Statistickd veli¢ina je vék, zaokrouhleny na desitky. Datovy
soubor tvofi hodnoty, které jsme obdrZeli jako odpovédi. T7idény datovy soubor je dan tabulkou

hodnota | 30 40 50 60
Cetnost ‘ 3 1 4 2

PRIKLAD: Ka%dou hodinu m&/ime intenzitu dopravniho proudu na délnici D1. Po 15 mé&fenich
jsme ziskali data

10, 12, 31, 63, 59, 65, 52, 61, 72, 65, 44, 51, 69, 65, 54.
Statistickd jednotka je dalnice D1 v misté méFeni. Statistickd veli¢ina je intenzita dopravniho
proudu. Datovy soubor jsou naméfené hodnoty. T7idény datovy soubor pro intervalové t¥idéni

s intervaly I; = (0;19), Iz = (20;39), I3 = (40;59), Iy = (60;79) je v tabulce

intervaI‘Il I, I3 Iy
(V:etnost‘Z 1 5 7

POZNAMKA: Tabulka cetnosti zobrazend ve sloupcovém grafu se nazyjvd histogram.

POZNAMKA: Jestlize misto absolutnich cetnosti pouzijeme relativni cetnosti, tj. absolutni
cetnosti délené celkovym pocétem mérent, dostaneme tzv. empirickou hustotu pravdépodob-
nosti. O hustoté pravdépodobnosti budeme hovorit pozdéji.

1.2 Charakteristiky datovych soubort

Datovy soubor je obrovska a nepiehlednd mnozina cisel. Charakteristiky ukazuji konkrétni
vlastnosti datového souboru, jako napt. prumér, proménlivost, rozsah hodnot apod.

1.3 Kvantily (Skripta str. 23)

a-kvantil je hodnota, kterd déli uspofdadany datovy soubor na dvé ¢ésti tak, ze hodnot
mensich nez kvantil je a-100% (a vétsich hodnot je (1 — «)-100%).

Dolni kvartil (prostfedni kvartil, horni kvartil) je 0.25-kvantil (0.5-kvantil,
0.75-kvantil).



PRIKLAD: Datovy soubor 5832659 484 nejdfive usporaddme 2344556889
a uréime:

0.15-kvantil je 2.5 (15% je mezi 2 a 3 - bereme primér), dolni kvartil je 3.5, prostiedni kvartil
je 5 a horni kvartil je 8.

1.4 Charakteristiky polohy (Skripta str. 24-26)

Prameér je soucet hodnot datového souboru déleny jejich poctem.

PRIKLAD: Datovy soubor je z;, i =1,2,...,n. Primér je

n
>
=1

T¥idény datovy soubor s hodnotami X; a &etnostmi n;, i =1,2,..., N. Prumér je

j:

SRS

1
Nz'

hE

1

POZNAMKA: Podily ni/n = p; jsou relativni éetnosti a odpovidaji pravdépodobnostem jed-
notlivijch hodnot. Po dosazeni do predchoziho vzorce dostaneme T = sz\il X;pi. Toto vyjddrent
prumeéru odpovidd vzorci pro stiedni hodnotu (bude!).

Median je prostredni kvartil datového souboru, tj hranice, ktera déli usporadany datovy
soubor na dvé stejné velké ¢éasti.

PRIKLAD: Prodatovysoubor 11233567999 (slichym pottem &lenii) je to prostfedni
hodnota, tedy 5. Pro datovy soubor 1123356799 sesudym po¢tem &lendl je to primér ze
dvou &lenl uprostted, tedy (3 + 5)/2 = 4. Pro t¥idény datovy soubor je tfeba se zamyslit:

Dohromady je 7+ 5+ 12 = 24 hodnot. To je sudy pocet, prostfedni budou 12. a 13. hodnoty v poradi.
V prvni skupiné je 5 - to je mélo, v prvni a druhé je 7+5 = 12 a to je akorat. Prostfedni hodnoty budou
5 a 8 a tedy median je 6.5.

Modus je hodnota datového souboru s nejvétsi cetnosti.

PRIKLAD: Prodatovysoubor 2625325 jemodus 2 protoZe dvojka se v souboru vyskytuje
nejCastéji.

1.5 Charakteristiky variability (Skripta str. 27-30)

Rozpéti je rozdil mezi minimélni a maximalni hodnotou datového souboru.



PRIKLAD: Prodatovy soubor 2625325 je rozpéti rovno 6 — 2 = 4.

Vybérovy rozptyl udava proménlivost hodnot datového souboru. Pro soubor s hodnotami
xi, 1 =1,2,...,n je dan vzorcem
1
n—1:

s? = (22 — 77,

(z; —Z)* nebo
—1 n—1

kde v druhém vzorci (tzv. vypocetni vzorec): T je prumér vSech hodnot = a z? je prumér
kvadratu x.

Rozptyl je podobny vybérovému rozptylu s tim rozdilem, ze soucet kvadratu se déli
poctem dat n a ne po¢tem zmensSenym o jednicku.

PRIKLAD: Vypotet priméru a rozptylu je nejlépe provést v tabulce (nap¥. tabulkovém procesoru
EXCEL)

T; Ti—T (z; — T)?
Primér = — Ly (z— )



2 Pravdépodobnost

Nez pristoupime k definici pravdépodobnosti, uvedeme zakladni matematické struktury,
o které se definice opira.

2.1 Zakladni pojmy (Skripta str. 33)
Zakladem vsech uvah klasické pravdépodobnosti je ndhodny pokus a jeho viysledky.

Nahodny pokus je urcity experiment, ktery i za relativné stalych podminek dévé ruzné
vysledky:.

PRIKLAD: 1. Hod minci s vysledky "Rub” a "Lic”. 2. Hod kostkou s vysledky z mnoZiny
{1,2,...,6}. 3. Doba Zivotnosti p¥istroje s vysledky z R™ atd.

Zakladni prostor 2 je mnozina vsech bezprostiednich vysledku ndhodného pokusu. Tyto
vysledky povazujeme za déle nedélitelné a nazyvame je elementdrni jevy.

POZNAMKA: Vezmeme-li naptiklad pokus hod kostkou, budou bezprostrednimi wvysledky
prirozend éisla od 1 do 6. To ale nejsou viechny vysledky, které nds mohou zajimat. MuzZeme se
ptdt napr na vysledek “padne sudé ¢islo”, ktery sice meni bezprostiednim vysledkem, ale urcitym
vysledkem pokusu jisté je. Viimnéme si, je zminény viysledek mizZeme wvyjadrit jako mmnoZinu
bezprostrednich vysledki {2,4,6}, které jej spini (tedy nastane-li libovolny z nich, Tekneme, Ze nds
vysledek nastal - padne-li 4, padlo sudé ¢islo).

Nahodny jev je libovolna podmnozina zédkladniho prostoru €2.

POZNAMEKA:

1. Ndhodnymi jevy jsou i prdzdnd mnoZina (tzv. jev nemozZny - vysledek, ktery nemize nikdy
nastat) a celd mnozina Q (tzv. jev jisty - jev, ktery nastane vidy). Napriklad: "padne -1” a
"padne mensi nez 107.

2. Ndahodngmi jevy jsou i jednoprvkové podmmnoZiny, a tedy elementdrnd jevy jsou také ndhodnymi
jevy.

3. Vysledek pokusu lze vyjddrit bud pomoct vijroku “padne sudé éislo” nebo pomoci odpovidajici
mnoziny elementdrnich jevi {2,4,6}. MnozZinové vyjadreni je jediné, zatimco slovnich
(vgrokovijch) vyjadrent téze skutecnosti muze byt nékolik. Napt. viroky "padne necelé ¢islo”,
"padne zdporné ¢éislo”, "padne vétsi nez 6”7 maji jediné mnoZinové vyjddrent ().

Jevové pole A je mnozina vsech moznych jevi, tedy mnozina vsech podmnozin zakladniho
prostoru.

POZNAMKA:  Po pravdé teceno, jevové pole nemusi byt mnoZina uplné vsech podmnoZin
zakladniho prostoru. Staci, jestlize je to meprdzdny systém podmmnozin ), splnujici dvé podminky



1. je uzavreny na doplriky, tj. je-li A € A pak i A’ € A,
2. je uzavreny na sjednocend, tj. je-li spocéetny systém jevi A; € A, pak take |J A; € A.

Z téchto dvou podminek plyne i uzavienost na pruniky a skutecnost, Ze jevové pole musi vidy
obsahovat prdazdnou mnozinu i cely zdkladni prostor. (Dokdzat!)

2.2 Definice pravdépodobnosti

Definice 2.1 (Axiomatickd pravdépodobnost (Skripta str. 36))

Pravdépodobnost je redlna funkce P : A — R definovand na jevovém poli A, spliujici
nasledujici podminky:

1. je nezdpornd, tj. P(A) >0, VA€ A,
2. je normovand, tj. P(A) <1, YA€ P a P(Q) =1,

3. je oaditivni, tj. pro spocetny systém jevu, takovych ze A; N A; = ) pro i # j plati
P(Ur Ar) = 25 P(A)-

Komentar k definici

1. Uvedend axiomaticka definice pravdépodobnosti neiika, jaké budou hodnoty pravdépo-
dobnosti jednotlivych jevu, ale pouze vymezuje, jaké vlastnosti musi mit funkce, aby
mohla byt nazvana pravdépodobnosti. Navod na pfitazeni hodnot pravdépodobnosti
davaji definice klasickd a statisticka. Ty uvedeme vzapéti.

2. Trojice objektu (2, A, P) se nazyvé pravdépodobnostni prostor a predstavuje uplny
popis zkoumaného ndhodného pokusu.

3. Vsimnéte si, ze popisem ndhodného pokusu nenf uréeni spravného vysledku (jako tteba
pii FeSeni linedrni rovnice), ale pouze vyjmenovani viech moznych vysledku a piirazent
pravdépodobnosti, se kterou jednotlivé vysledky nastanou.

PRIKLAD: UvaZujme pokus: hod neposkozenou minci. Potom bude
Q= {R,L}, A= {@, {L}v{R}a{RaL}}

a pravdépodobnost P, kterd je definovdana na mnoZin& A uréime tak, Ze pfifadime pravdépodobnosti
jednotlivym prvkiim € (elementarnim jeviim, bezprostfednim vysledkiim). VyuZijeme skuteZnosti, Ze jsou
nedélitelné (tj. nemaji nic spole€ného a tedy jsou disjunktni) a podle 3. axiomu bude pravdépodobnost
kaZdého jevu dana souttem pravdépodobnosti jeho elementdrnich jevi, které obsahuje. Tedy, je-li J € A
jev, pak

J |0 {rR} {1} {R1L}
P(J)| 0 05 05 1

10



Definice 2.2 (Klasickd pravdépodobnost (Skripta str. 32))
Za predpokladu, ze
1. ndhodny pokus mé konec¢ny pocet bezprostiednich vysledku,

2. kazdy bezprostiedni vysledek je stejné pravdépodobny,
je pravdépodobnost P jevu J déana vzorcem

m
P=— 1

i )

kde m je pocet moznych bezprostiednich vysledku, pii kterych nastane jev J a n je pocet

vsech bezprostiednich vysledk.

Komentar k definici

1. Klasicka definice provadi vypocet hodnot pravdépodobnosti jednotlivych jevu, a to na
zakladé teoretického rozboru pokusu. Urcené pravdépodobnosti jsou "presné” v tom
smyslu, ze pokazdé, kdyz tuto pravdépodobnost pocitame, dostaneme stejny vysledek.

VVVVVV

PRIKLAD: Urlete pravdépodobnost jevu "padne sudé &islo” pFi jednom hodu neposkozenou
kostkou.

Jev "padne sudé &islo” je reprezentovdn mnoZinou {2,4,6}. Jsou tedy tfi moZnosti, jak tento jev
nastane, a tedy m = 3. Celkovy polet bezprosttednich vysledkl je n = 6 (3est moZnych &isel pfi hodu
kostkou). Proto je P =m/n =3/6 =1/2.

Definice 2.3 (Statistickd pravdépodobnost)

Jestlize provedeme N pokusu a jev .J pri nich nastane N1 krat, definujeme pravdépodobnost

P jevu J takto
N1
P=—. 2
N )

Komentar k definici

1. Statisticka definice se pii vypoctu pravdépodobnosti opira o experimenty. Proto je
jednoduchd, coz je jeji velikd vyhoda. Vysledek, ktery dostaneme ale neni "uplné
presny”. Provedeme-li dvé stejné série pokust, dostaneme pokazdé jinou hodnotu prav-
dépodobnosti a ta se jesté bude lisit od klasické. Statistické zakony ale zarucuji, ze
statisticka a klasickd hodnota pravdépodobnosti lezi ”blizko” sebe.

PRIKLAD: UvaZujme stejny pokus jako pro klasickou definici, tj. hod kostkou, a sledujme prav-
dépodobnost jevu " padne sudé &islo™.

V tomto pt¥ipad€ ale neanalyzujeme moZnosti, jak miiZze padnout sudé &islo, ale prosté& hdzime. Provedeme
napt. N = 100 hod{ a jestliZe p¥i nich padlo nap¥. N1 = 52 krat sudé &islo, pak fekneme, Ze statisticka
pravd&podobnost padnuti sudého &isla je P = 52/100 = 0.52.

11



2.3 Priklady

PRIKLAD 1: Uva?ujme pokus postupného losovani dvou koralkii z krabice, kde je 5 bilych a 3 modré
kordlky. Losovédni provddime s vracenim prvniho vylosovaného kordlku. Chceme urcit pravdépodobnost,
Ze oba vybrané kordlky budou bilé. %

Ozna&ime b bily a m modry korélek. Potom
Q= {[ba b]> [bvm]> [m7 b], [m,m]}

A= {0, {[b, 0]}, {[b, m]}, {[m, b}, {[m, m]},
{[b,0], [b, m]}, {[b,b], [m, b]}, {[b, b], [m, m]}, {[b, m], [m, b}, {[b, m], [m, m]}, {[m, 0], [m, m]},
{[b, 0] [b,m], [m, b}, {[b, B], (b, m], [m, m]}, {[b, b], [m, b, [m, m]}, {[b,m], [m, b], [m, m]},
{[b, 0] [b,m], [m, b], [m, m] }}

Pravdépodobnosti jednotlivych jevil uréime takto: P¥i prvnim tahu je 5 p¥iznivych pro bily a 3 pFiznivé
pro modry, celkem je 5 + 3 = 8 moZnosti, Bude tedy P(b) = 5/8 a P(m) = 3/8. Protoze po prvnim
tahu kordlek vratime, je pfi druhém tahu situace zcela stejnd, a tedy i pravdépodobnosti jsou stejné.
PouZitim pravidla sou¢inu dostdvame: pravdépodobnost bily a bily je

55 25
P([b,b]) = PO)P(b) = -= = —.
Podobné& bychom urcili i pravdépodobnosti ostatnich elementarnich jevi, tj. jednotlivych uspofadanych
dvojic. Pravdépodobnosti dalsich jevi (tj. skupin elementdarnich jevii) dostaneme se¢tenim pravdépodob-
nosti vSech elementarnich jev(, které sledovany jev obsahuje. Tedy nap¥. pravdépodobnost jevu " prvni
bily" (ktery obsahuje elementarni jevy [b,b] a [b, m] bude
55 53 5

P({[b, 0], [b,m]})

TR T

Poznamka: Tuto pravdépodobnost Ize také spoditat jako " prvni bily” a "druhy cokoliv”, tj %1.

PRIKLAD 2: UvaZujme nyni stejnou situaci jako v predchozim p¥ikladé, ale s tim rozdilem, Ye
prvni vytaZeny kordlek nevritime. &

V tomto p¥ipad& se bude situace v prvnim a druhém tahu ligit (jeden kordlek bude vybran a bude v
druhém tahu chyb&t). TaZeni nap¥. bilého v prvnim tahu miZeme oznatit stejn& jako minule b (zde jsou
situace shodné). TaZen{ bilého v druhém tahu musime ale oznatit b|b, nebo bjm, protoZe chybi bud bily,
nebo modry kordlek (¢teme: bily, za podminky, Ze v prvnim tahu byl vybran bily, atd.). Pravdépodobnosti
prvniho tahu budou stejné, jako v pfedchozim p¥ikladé. Pravdépodobnosti druhého tahu (tzv. podminé&né
pravdépodobnosti) budou P(blb) = 2, P(blm) = 2, P(m|b) = 2 a P(m|m) = 2. Pravdépodobnost
oba bilé pak logicky bude: pravdépodobnost bily v prvém tahu a (krat) pravd&podobnost bily v druhém
tahu, za podminky bilého v prvém tahu, tj.
54 5

P([b,b)) = POP(blb) = 2= = .

Pravdépodobnost " prvni bily” bychom dostali takto
54 53
P({[b,bl,[b,m}}) = P()P(bIb) + PO)P(mlb) = = + 22 = =.
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PRIKLAD 3: Sledujeme dobu &ekani na tramvaj, kterd jezdi presn& v p&timinutovém intervalu, za
ptedpokladu, Ze nase p¥ichody na zastdvku jsou zcela ndhodné. &

V naSem pokuse, ktery spo&ivd v mé&feni doby, kterd uplyne od naseho pfichodu do pFijezdu tramvaje,
Jjsou dv& krajni situace: " &ekdme 0 minut”, kdyZ tramvaj pravé prijela a " ¢ekdme 5 minut”, kdyz tramvaj
pravé ujela. Ostatni doby &ekani musi leZet nékde mezi t&€mito dv€éma mezemi. Je tedy

Q= (0,5).

A je mnoZina v8ech podmnoZin €. Jsou to jevy typu: "budeme ¢ekat méné& nez a", "budeme Cekat
vice neZ b, "budeme &ekat mén& neZ ¢ nebo vice nez d" a pod. Obecné jsou to tedy viechny uzaviené
i otevfené podintervaly intervalu (0, 5), jejich sjednoceni a priniky.

Protoze nase pfichody na zastavku jsou zcela ndhodné, budou " v8echny mozné doby &ekani stejné prav-
d&podobné”. Proto pravdépodobnost jevu reprezentovaného intervalem (nebo sjednocenim intervald)
dana jeho relativni délkou, tj, jeho délkou (nebo souttem délek) d&lenou maximalni délkou intervalu,
coz je 5. Tedy pravdépodobnost, Ze budeme &ekat maximaln& jednu minutu, je P({0,1)) = % =0.2.

POZNAMKA: Posledni uwvedeny priklad se tykd ”spojitého pokusu”, kdy zdkladni prostor je
mnozZina nespocetnd. Vsimnéme si, pravdépodobnost kaZdého jediného bezprostieniho vysledku je
nula. Jestlize je nespocetné mnoho mozZnych vysledki, pak skutecné pravdépodobnost, Ze mastane
pravé jeden z nich je nulovd. Prakticky md tedy smysl mluvit ne o pravdépodobnosti bodu, ale pouze
o pravdépodobnosti intervalu.
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3 Nahodné jevy (Skipta str. 33-43)

Néhodné jevy jsou hlavnim predmétem naseho zajmu pii zkoumani nadhodného pokusu. Jsou
to prave ty otazky, na které si chceme v pravdépodobnostnim smyslu odpovédét. Tedy ne
zda pokus dopadne urcitym zpusobem, ale s jakou pravdépodobnosti tak dopadne. Proto se
podivame blize na pocitani s jevy a urcovani jejich pravdépodobnosti.

3.1 Mozna vyjadreni jevu
1. Jev je vyrok o vysledku nahodného pokusu. Napt. pti hodu kostkou: J; : ”padne sudé
¢islo”, Jy : "padne vétsi nez 67, J3 : "padne iracionalni ¢islo”.
2. Jev je mmoZina bezprostiednich vysledku pokusu, pro které je vyrok o jevu pravdivy.

Napi" Jl = {2,4,6}, JQ = Jg = @

POZNAMKA: Viimnéme si, Ze mnoZinové pojeti jevii je vhodnéjsi nejen pro daldi prdci s jevy
(s mnozinami se lépe pracuje nez s vyroky), ale také proto, Ze je jednoznacéné. Vice ruznych vijroku
muze oznacovat stejnou skuteénost, jejich mnozZinové vyjadrent je vsak jediné.

3.2 Operace s jevy (Skripta str. 34)

Nadale budeme jevy chapat jako mnoziny. Zajimé nas proto, jaky vyznam na nich maji
operace doplnék, prunik a sjednocent.

Jev opaény je jev, jehoz mnozinové vyjadreni je doplnkem jevu puvodniho.

PRIKLAD: Jev opaény k jevu "padne sudé &islo” je jev " padne liché &islo”, protoZe {1,3,5} =
{2,4,6Y = {1,2,3,4,5,6} — {1,3,5}.

Prunik (dvou) jevu je jev, jehoz mnozinové vyjadreni je prunik mnozinovych vyjédient
(obou) jevu.
PRIKLAD: Prinik jevii "padne sudé” a " padne men¥i nez 5" je jev {2,4} = {2,4,6} N {1,2,3,4}.

POZNAMKA: Prinik dvou jevii obsahuje prdvé ty bezprostiedni visledky pokusu, které splni
oba puvodni jevy. Vyjadruje tedy soucasné nastoupeni obou jevi a lze jej vyjddrit vyrokem: "nastane
prong jev a soucasné i druhy jev”.

Sjednoceni (dvou) jeva je jev, jehoz mnozinové vyjadieni je sjednocenim mnozinovych
vyjadieni (obou) jevu.

PRIKLAD: Sjednocenim jevii "padne sudé &islo” a "padne vétsi nez 2" je jev {2,3,4,5,6} =
{2,4,6} U {3,4,5,6).

Neslucitelné jevy Jevy J a K jsou neslucitelné, jestlize plati J N K = ().
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PRIKLAD: Jevy " padnesudé” a"padne liché” jsou neslutitelné, protoze {2,4,6} N{1,3,5} = (.

Na zékladé téchto operaci prevzatych z teorie mnozin zavedeme jesté jeden pojem, ktery jiz
nema presnou mnozinovou analogii a je ¢isté pravdépodobnostni.

Podminény jev Uvazujme dva jevy J a K. Jevem J, podminénym jevem K nazveme jev
J|K a rozumime jim jev J za podminky, ze vime (nékdo ndm to tfeba prozradil), ze nastal
jev K.

PRIKLAD: Jev "padlo sudé" |"padlo men¥i ne 4" je {2}, protoZe vybirdme sudé z mnoZiny
{1,2,3} a to je jen dvojka.

POZNAMKA: Je ziejmé, Ze v podminéném jevu J|K jsou jen elementdrni jevy z priniku obou
jevt (nemohlo nastat nic jiného, nez je v K ). Jako priznivé moznosti pro vypocet pravdépodobnosti
bereme proky pruniku J N K, jako vSechny mozné bereme jen prvky jevu K (jevu z podminky),
protoze nic jiného nemohlo nastat.

3.3 Pravdépodobnosti jevli (Skripta str. 37)
Pravdépodobnost opaéného jevu J' k jevu J je P(J') =1— P(J).

Pravdépodobnost priniku jeva J a K se znaéi P(J,K) = P(J N K) a nazyva se
sdruZend pravdépodobnost.

Pravdépodobnost sjednoceni jeva J a K je

P(JUK) = P(J) + P(K) — P(J, K).

Déle budeme definovat dulezity pojem podminéné pravdépodobnosti. Pomoci ni lze zkoumat
vzajemnou zavislost ¢i nezavislost jevil.

Definice 3.1 (Podminéni pravdépodobnost (Skripta str. 38))

Podminénd pravdépodobnost P(J|K) je pravdépodobnost podminéného jevu J|K. Za
podminky P(K) # 0 ji uréime podle vzorce

PUUK)=——+~
kde P(J, K) je sdruzena pravdépodobnost.

Komentai k definici

1. Vsimnéme si, ze vzorec pro podminénou pravdépodobnost presné odpovida tomu, co
jsme fekli v pozndmce k podminénému jevu. Podle klasické definice je P(J, K) =
myx/na P(K)=mg/n, kde myk je pocet prvku pruniku J N K, mg je pocet prvku
jevu K a n je pocet vsech elementdrnich jevi. Potom P(J|K) = Tﬁ];/in = myr/mKg,

coz je pocet prvku pruniku, vztazeny k poctu prvku jevu K, ktery je v podmince.

15



2. Upravime-li defini¢ni vzorec podminéné pravdépodobnosti tak, zZe jej nasobime jmen-
ovatelem zlomku P(K), dostaneme dulezity vzorec pro rozvoj sdruzené pravdépodob-
nosti (J, K)

P(J,K)=P(K)P(J|K). (4)
Bereme-li J a K jako jevy definované na dvou po sobé jdoucich pokusech, pak je
vyznam predchoziho vzorce jasny: chceme uréit pravdépodobnost toho, Ze nastane J a
K (coz je soucin). Pravdépodobnost jevu v prvnim pokusu je jednoduché, pravdépo-
dobnost jevu v druhém pokusu uz musi brat v ivahu vysledek prvniho pokusu, protoze
jim muze byt ovlivnéna. Situaci budeme demonstrovat na nasledujicim piiklade.

PRIKLAD: Na sklad& je 20 vyrobki, z nichz 2 jsou vadné. Pokus spotivd v postupném vybéru
dvou vyrobkd. Jaka je pravdépodobnost, Ze oba vybrané vyrobky budou dobré? &

Situace p¥i prvnim tahu je jasna. Dobrych (p¥iznivych) je 18, viech je 20. Pravdépodobnost dobrého v
prvnim tahu je P(dl) = 18/20 = 9/10. Jev d2 "dobry v druhém tahu” jiz ale zaleZi na tom, co se stalo
v prvnim tahu: pravdépodobnost "dobry za podminky dobrého” je P(d2|d1) = 17/19. Podle pravidla
soudinu tedy bude

P(dl,d1) = P(d1)P(d2|dl).

To zcela odpovidd vzorci (4).

Pomoci podminéné pravdépodobnosti budeme nyni definovat nezdvislost jevu. Jevy, které
nejsou nezavislé, nazyvame zdvislé jevy.

Definice 3.2 (Nezavislost jevii (Skripta str. 40))
Jevy J a K jsou nezavislé, jestlize plati

P(J|K) = P(J), nebo  P(J,K)= P(J)P(K). (5)

Komentatr k definici
1. Prvni z uvedenych vzorcu se vétsinou bere jako defini¢ni, druhy jako odvozeny

P(J,K) = P(J|K)P(K) = P(J)P(K) .

definice nezavislost

vvvvvv

nost symetricka.

PRIKLAD: V tovarné je stroj na vyrobu urgitého vyrobku. Je zndmo, e stroj vyrobi 10% vadnych
vyrobki. Od stroje postupné& odebereme dva vyrobky. Jaka je pravdépodobnost, Ze oba budou dobré? <>

ProtoZe stroj davd stdle 10% vadnych vyrobki (tj. 1 z 10), nezdvisle na tom, jaky vyrobek jsme pravé
odebrali, bude pravdépodobnost dvou dobrych

P(d1,d2) = P(d1)P(d2) = (%)2

Zde se jednd o nezdvislé jevy, pro které se vzorec (4) takto zjednodusi.
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PRIKLAD: Jakd je pravdépodobnost, ¥e pfi hodu dv&ma kostkami padne sudy souet? &

Sudy soulet je: sudé a sudé nebo liché a liché, tj (P = %% + %% = %)

nebo na matici

23 4 5 6 7
345 6 7 8
4 5 6 7 8 9 BT
56 7 8 9 10 ~ PT=3%72
6 7 8 9 10 11
7 8 9 10 11 12

Jaka je pravdépodobnost, Ze p¥i hodu dvéma kostkami padne sudy soudet, vime-li, Ze ani na jedné kostce
nepadla Sestka. %

Podminéna pravdépodobnost. ReSime na matici

2 3 4 5 6|7
3 45 6 7|8
4 .,
5 2 g ; g 190 = m=13; n=25; P= %—g Neni stejné jako predtim.
6 7 8 9 10|11
7 8 9 10 1112
TotéZz, ale s podminkou, Ze na prvni kostce nepadla Sestka. &

Sami. Vyjde: m=15an=30. Tj. P = % = % Je stejné jako v prvnim.

POZNAMKA: Vzhledem ke vzdjemnému vztahu jevi J a K md vzorec pro pravdépodobnost
sjednocent jeden z ndsledujicich tvari:

P(J)+ P(K)—-P(J,K) pro J, K obecné,
P(JUK)=<¢ P(J)+ P(K)—P(J)P(K) pro J, K nezdvislé,
P(J)+ P(K) pro J,K neslucitelné.

3.4 Nezavislé pokusy (Skripta str. 41)

PRIKLAD: Strelec stfili nezavisle na teré. Pravdépodobnost zasahu v ka?dém pokusu je 0.7. Jaka
je pravdépodobnost, Ze ve tfech pokusech zasdhne pravé 2 krat? &

Dva zdsahy ve tfech pokusech je mozno realizovat trojim zpisobem (z - zdsah, m - mimo)
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Pravdépodobnost zasahu je 0.7, nezdsahu je 0.3 a tedy pravdépodobnost kazdé z uvedenych moZnosti,
kde jsou 2 zdsahy a 1, nezdsah (nezdvisle) je 0.720.3 = 0.147. Pozadavek bude spln&n, jestlize nastane
libovolna z moZnosti. Podle pravidla soultu tedy pravdépodobnost dvou zasahi ve tfech pokusech bude

P(22) = 3-(0.7)%0.3.

Ptedchozi priklad 1ze zobecnit

Binomicka pravdépodobnost Uvazujeme n opakovani pokusu, jehoz pravdépodobnost
uspéchu je p. Pravdépodobnost P, ,(k), ze pravé k pokusu bude tspésnych, je rovna

n

Pogth) = (1 )oH0 ©)

pro k=0,1,...,n.

3.5 Zavislé pokusy

VVVVVV

dépodobnosti v kazdém dalsim pokusu zdvisi na vysledcich predchozich pokusu (viz bilé
a modré koralky, dobré a vadné vyrobky). Pravdépodobnost jednoho konkrétniho stavu
vysledku V; pokusu je déna obecnym rozvojem sdruzené pravdépodobnosti podle (4) ve
tvaru

PV, Vo, ..., V) = POWV))P(ValVy) ... P(V Vi, Vo, oo, Vig).

Je tedy treba znat vSechny podminéné pravdépodobnosti. Pii feseni takové tulohy lze
s vyhodou pouzit pravdépodobnostni strom. Vysvétlime jej a jeho pouziti budeme demon-
strovat na prikladé.

PRIKLAD: V klobouku jsou 3 bilé (b) a 5 modrych (m) korlii. Postupn&, bez vraceni, vylosujeme
2 kordlky. Jaka je pravdépodobnost, Ze druhy kordlek bude modry? &

Ulohu budeme YeSit pomoci stromu
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P(blm) = 3

P(m|m) =

4
7

o)
—
<

3
N—
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ool
ot

I
U“»—l
[e2] {25

V tomto grafu krouzky znamenaji jednotlivé stavy, &ry jsou prechody mezi stavy. Cara nahoru znamen4
tazeni bilého koralku, dolii ¢erného. U kazdé &ary je zapsana pravdépodobnost tohoto pfechodu. Je
to klasickd pravdépodobnost, kterd se opird vzdy o predchozi stav. Vyznam koncovych stavi je dan
cestou, kterou jsme do nich dospéli (nap¥. horni koncovy stav je b,b) a jejich pravdépodobnosti jsou
dany soucinem podmin&nych pravd&podobnosti podél p¥isluiné cesty (nap¥. pro horni koncovy stav je
to (3/8).(2/7) = 3/28).

MoZnosti, které nas v nasem ptiklad& zajimaji jsou ordmované. Celkova pravdépodobnost je souétem
v )= 15, 10 _ 5
P(druhy modry) = =5 + 55 = 3.

3.6 Uplna pravdépodobnost a Bayestiv vzorec (Skripta str. 42)
Uvazujeme jev (A) jehoz pravdépodobnost sledujeme a okolnosti (By, Bs, . .., By,), za kterych
tento jev nastava. Pro prehlednost uvedeme vzorce pro n = 3.

UPLNA PRAVDEPODOBNOST urcuje pravdépodobnost jevu pii vSech moznych okolnostech.

(Pocitdme pred provedenim pokusu.)

P(A) = P(A|By)P(B1) + P(A|By) P(B2) + P(A|B3) P(Bs) (7)

BAYESUV VZOREC urcuje pravdépodobnost okolnosti, kdyz vime, jaky vysledek pokusu
nastal. (Po¢itdme po provedeni pokusu.)

(A|B1)P(By1) + P(A[B2) P(Bz) + P(A|B3) P(Bs)

P(Bi’A) = P

Obé tlohy budeme demonstrovat na piikladé.

PRIKLAD: Na sklad® je 70% p¥istrojii 1. jakosti a 30% 2. jakosti. Pravdépodobnost, ¥e p¥istroj
1. jakosti pracuje bez poruchy je 0.95, 2. jakosti 0.6.

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodn& vybrany p¥istroj bude bez poruchy?
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b) Vybereme jeden pFistroj a zjistime, Ze je bez poruchy. Jakd je pravdépodobnost, Ze je to pFistroj

1. jakosti?

Oznatime: | — 1. jakost, Il — 2. jakost, B — bezporuchovy vyrobek.
Zadédno: P(I)=0.7, P(II)=0.3, P(B|I)=0.95, P(B|II)=0.6.
a) Uplna pravd&podobnost

P(B) = P(B|I)P(I) + P(B|II)P(IT) = 0.950.7 + 0.60.3 = 0.845
b) Bayesiv vzorec

P(B|I)P(I) 09507

- = 0.787
(BII)P(I) + P(BIIT)P(I) ~ 0.950.7+ 0.60.3

P(IB) =

3.7 Procvicovani

PRIKLAD: Na sklad& je 300 vyrobkii. Prohlidkou byly zjist&ny nasledujici zavady
1. poskozeny lak (L) u 37 vyrobkii,
2. ulomeny podstavec (P) u 14 vyrobkd,

3. nefunkni ptistroj (N) u 14 vyrobki.

%

P¥istrojl bez zdvady bylo celkem 255, p¥istrojii jen s poskrabanym lakem 21, jen s ulomenym stojanem

5 a nefunkénich, ale jinak neposkozenych 2.

Otazka 1: Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany vyrobek bude mit vSechny t¥i vady.

Reseni provedeme v mnoZinovém diagramu

300
L - ~_ - P
ya aN N\
// a ’/ b \ C
‘\ / \\ e ) \\\ /
/ / \
s/ d ’ f \\
\\ “7/>\/\ B :l //
g //
|\\|\ - 7 285
kde, podle zadani, plati
a=21,c=05,g=2addle
a+bt+c+d+e+f+g = 300—255
at+b+d+e = 37
b+c+e+f = 14
d+e+f+g = 14
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Po dosazeni dostavame soustavu rovnic

b+d+e+f = 17
b+d+e = 16
b+e+f =9

d+e+f = 12

255

Regime:

1-2: f=1,

1-3: d=S8,

1-4: b =05,

dosadit do 4: e=3
L
S
/
“/
|
\

Odpovéd:

e 3 1

T 300 300 100

Otazka 2: Jakd je pravd&podobnost, Ze ndhodn& vybrany vyrobek bude funk&ni, ale s poskozenym

lakem a ulomenym stojanem.

P¥iznivé jsou L N P N N’, mozné véechny.

b ) 1

Pzizizi_

300 300 60

¢

Otazka 3: Jakd je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany vyrobek bude poskrabany a bez stojanu,

vime-li Ze je funkéni.

o

P¥iznivé jsou L N P N N’, mozné jsou funkéni, t.j. N'. Té&h je 300 —d —e — f — g = 300 — 14 = 286

Zkontrolovat podle definice: Jde o dva jevy: F - funkénost a Z - zadvada. Hleddme

Je: P(Z,F) = 32 a P(F) = SOg&N. 300 se zkrati a je to totéz.

300

b5
==
P(Z|F):f1(Di’§).
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Otazka 4: Jsou jevy Funk&nost a Zavada nezavislé. &

Podminé&nou pravdépodobnost P(Z|F) jsme pravé spotitali. Nepodminé&nid je

P(Z)—b+6 8 _ 2
300 300 75

Protoze P(Z|F') # P(Z), jsou oba jevy zavislé.

PRIKLAD: Dva soupefi stfidavé hazi dvéma mincemi. Pokud padnou dva lice, hra¢ vyhrava,
padne-li jeden lic, hra€ prohrdva (tj. vyhrava ten druhy) a nepadne-li ani jeden lic, hra pokratuje. Jaka
je pravdépodobnost, Ze vyhraje ten, ktery zadinal hazet? &

Vypolet provedeme v pravd&€podobnostnim stromu (rdmecek = vyhra, X = prohra). Strom je kreslen z
hlediska prvniho hazejiciho.

©

Po cestach od za¢atku k vyhrdm dostaneme
p_Ll 11 (1)3+(1>1”1+<1)5’>+ B
4 42 4 4) 2 4 U
1\ 1 1\ /1\3 1\ /1\°
=(1+=)>+(1+=) (= 1+=)(=
( +2>4+< +2)<4> +( +2) 4) "
2

To je geometrickd ¥ada s prvnim &lenem (1 + %) 13 kvocientem (% = %. Je tedy
31 1 2
=517 LT - F
241 -3 O
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4 Nahodna velicina (Skripta str. 44)

Pii definici pravdépodobnostniho prostoru jsme pritazovali pravdépodobnosti vysledkum
ndhodného pokusu (elementarnim jevum) a jejich skupindm (ndhodnym jevum). Vymezeni
vSech moznych skupin vysledku (jevové pole) a ptirazeni pravdépodobnosti témto skupinam
predstavuje uplny popis sledovaného procesu. Takovy tplny popis jsme ale schopni provést
jen v nejjednodussich pripadech, jako je napt. hod kostkou. Vétsinou, a to zejména v realnych
procesech, neni takovy uplny popis mozny - napi. kdyz sledujeme intenzitu provozu v
daném misté komunikace. Uvazovani fyzikdlni podstaty tohoto pokusu by znamenalo sle-
dovat umysly vsech ridicu, technicky stav jejich vozidla, pravdépodobnost, zda vubec do
daného mista dojedou atd. Je zfejmé, Zze v takovém pifpadé lze bud pouze predpoklddat
urcité standardni "rozdéleni” pravdépodobnosti nebo se uchylit k néjakému jednodussimu,
byt i nedplnému, popisu takového procesu.

Jedna z moznosti, jak takovy jednodussi popis provést, je uvazovat urcitou ¢iselnou charak-
teristiku - napf. prumérnou hodnotu (kterd urcuje hladinu, na které se data pohybuji) nebo
rozptyl (ktery udava, jak se v prumeéru data navzdjem lisi). To je ale mozné jen tehdy, jsou-li
vysledky ndhodného pokusu (data mérend na procesu) ¢isla. Jinak je tento popis nemozny.
Napf. na minci padne "rub” nebo "lic”, oboji s pravdépodobnosti 0,5. Co padne v pruméru?
A prece, pomoc je velmi jednoducha. Sta¢i napf. prejmenovat “rub” na 0 a ”lic” na 1. Nic z
podstaty pokusu se neztratilo a prumér je 0,5. Ten vyjadiuje presné to, co jsme chtéli. Jde
o "férovou korunu”.

To, co jsme pravé popsali, zajistuje ndhodnd veli¢ina - vysledkim pokusu prifazuje reilnd
¢isla. Misto s vysledky pokusu, které mohou mit libovolnou povahu (napf. zelend, oranzova,
cervend), pracujeme s hodnotami nahodné veli¢iny, tedy s ¢isly, kterd reprezentuji puvodni
vysledky:.

Déle uvedeme definici ndhodné veli¢iny (nv) a definice funkci, které predstavuji uplny popis
pro nv. V dalsi kapitole se budeme zabyvat charakteristikami nv, které predstavuji nedplny
(avsak velmi jednoduchy) popis nv.

4.1 Nahodna veli¢ina (Skripta str. 44)

Definice 4.1 (N4dhodna velic¢ina)
Uvazujme pravdépodobnostni prostor (£2,.4, P). Nahodné veli¢ina X je zobrazeni prostoru
elementarnich jevu Q2 do mnoziny realnych cisel X : Q@ — R, které spliuje podminku

{Ee€Q:X(E)<z}e A pro viechna z € R 9)

Komentar k definici

1. Pokud je mmnozina vysledku, a tedy i mnozina hodnot nv, koneéna nebo spocetna,
hovotime o diskrétni nv. V piipadé nespocetné nekonecného mnozstvi hodnot se nv
velicina nazyva spojitd nv. Piikladem diskrétni nv je hod minci, kostkou, losovani
kordlku apod. Spojita nv je spojena napf. s pokusem doba cekani na tramvaj, bez-
poruchova doba funkce pristroje apod.
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2. Na uvedené definici je podstatné, ze ndhodna velicina je zobrazeni, a tedy, jak jsme
v uvodu fekli, pfitazuje vysledkum pokusu (elementarnim jevim) redlnd ¢isla. Zminéna
podminka je dosti volna (v nasich piikladech bude vzdy splnéna). Jeji splnéni zarucuje
existenci uplného popisu nv pomoci distribuéni funkce.

3. Pokud jsou vysledky pokusu ¢isla, lze je piimo ponechat jako hodnoty nv. V opaéném
pripadé je mozno cisla vysledkum priradit prakticky libovolné.

4. Splnéni podminky budeme ilustrovat v nasledujicim piikladé.

PRIKLAD: UvaZujme ndhodny pokus "hod nepo¥kozenou minci” se stranami "rub” (R) a "lic”
(L), pro ktery plati

Zakladni prostor Q2 ={R,L}
Jevové pole A={0,{R},{L},{R,L}}
Pravdépodobnost P (0)) =0, P({R}) = P({L}) =1/2, P({R,L}) =1

Definujme ndhodnou veli¢inu takto X (R) = 0 a X(L) = 1 a ov&fme, zda je spln&na podminka z definice
nv.

OvéFeni zatneme "odzadu”, kde se ¥ika ... pro v8echna = € R.

1) Redlnou osu budeme prochézet ve t¥ech intervalech: I} : € (—00,0), Iy : x € (0,1) a I3 : x €
(1,00), kde za hranice intervall jsou schvalné voleny hodnoty nv.

2) Dale pro jednotlivé intervaly oznatime mnoziny
M;={FeQ:X(E)<z}prozxel, i=1,23.
Bude M; =0, My = {R} a M3 = {R, L} - nakreslete a rozmyslete.

3) Porovnanim s jevovym polem A tohoto p¥ikladu zjistime, Ze skutetn& plati M; € A pro viechna
1 =1,2,3 a tedy pro libovolné x € R.

Tim je platnost podminky ovéFena.

POZNAMK A: Je zrejmé, Ze podminka bude splnéna pro libovolnou volbu hodnot nv; bude
splnéna dokonce i pro nesmysinou volbu X (R) = X (L) € R. Podminka skutecné "hlidd” jen exis-
tenci distribucni funkce (bude ddle), nikoliv smysluplnost volby.

POZNAMKA: Chceme-li ndhodnou veli¢inu zatadit do kontextu jevové pravdépodobnosti,
muzZeme ji povaZovat za ekvivalent ndhodného pokusu. Pokus ddvd viysledky, nv ddvd éisla, kterd
oznacugi vysledky. Nv je tedy jen jakiysi "pseudonym” pro ndhodni pokus. Pod timto pseudonymem
se ndm pak s vysledky — ¢isly lépe pracuje.

4.2 Distribuc¢ni funkce (Skripta str. 45)

Stejné jako jsme se v ptipadé nahodného pokusu zajimali o jeho tplny popis, budeme se
o ného zajimat i v ptipadé nv. Je jim distribuéni funkce a hustota pravdépodobnosti.

Definice 4.2 (Distribuéni funkce)

Pro nv X definujeme distribu¢ni funkce F'(x) vztahem

Fx(zx)=P(X <z), kde z€R (10)
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Komentar k definici

1. Distribuc¢ni funkce je funkci redlné proménné x € R. Index x oznacuje ndhodnou
veli¢inu, kterou distribuc¢ni funkce popisuje. Casto se tento index vynechdava a nahodna
veli¢ina je oznacena pismenem, které zvolime za argument funkce.

2. Distribuéni funkce prifazuje pravdépodobnosti vSem intervalim typu (—oo,z) pro
realnd x. Pripomenme, ze v pravdépodobnostnim prostoru tomu bylo obdobné.
Jevové pole obsahovalo vSechny mnoziny elementédrnich jevu (vysledki) a funkce P
(pravdépodobnost) jim piitazovala jejich pravdépodobnosti. Tady jsou elementarnimi
jevy (vysledky) vsechna redlnd ¢isla a jako jejich mnoziny volime pravé vsechny inter-
valy (—o0,x), = € R.

3. Definice distribuéni funkce je spoleéna pro diskrétni i spojitou nv. Jejich prubéhy se
ale typicky lisi. Ukazeme si je v nésledujicich prikladech.

PRIKLAD: Nakreslete distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny X pro hod nepogkozenou minci s vysledky
R a L, definovanou vy¢tem X (R) =0a X(L) = 1.

Timto pokusem jsme se jiz zabyvali v ptedchozim ptikladé a zjistili jsme, Ze mnoZiny vysledkii M;
odpovidajici intervalim I; pro Iy : © € (—00,0), Io : z € (0,1) a I3 : € (1,00) jsou M; = 0,
My ={R} a M3 ={R, L}. Bude tedy

P®) =0 pro x <0,
Fz)=P(X <z)=1< P{R})=0,5 pro z€(0,1),
P{R,L})=1 pro z>1.

ProtoZze mnoZina viech hodnot nv je kone¢nd (ma jen dva prvky 0 a 1), jednd se o diskrétni nv. Graf
jeji distribuéni funkce je na obrdzku

F(z)

1+ o

05 e O

Distribuéni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny je po ¢astech konstantni funkce. Ke skokum
dochézi jen v jejich hodnotédch a velikost skoku je rovna pravdépodobnostem téchto hodnot.
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PRIKLAD: Nakreslete distribuéni funkci ndhodné veli¢iny popisujici dobu &ekani na tramvaj
s pé&timinutovym intervalem p¥i ndhodném pt¥ichodu na zastavku.

Budeme-li uvaZovat zcela ndhodny p¥ichod, bude pravdépodobnost ptijezdu p¥fimo imérna dobé cekani
a bude-li 5 minutovy interval p¥esny, bude pravdépodobnost p¥ijezdu po 5 minutdch ¢ekani rovna jedné.
Distribu¢ni funkce tedy bude
0 pro <0,
F(z)=< z/5 pro z¢€(0,5),
1 pro x2>5.

Graf této funkce je na obrazku

Uvedené priklady poukazuji na nékteré obecné vlastnosti distribu¢nich funkei.
Tvrzeni 4.1 (Vlastnosti distribuéni funkce (Skripta str. 79))

1. Distribucni funkce je neklesajici na celé redlné ose a
2. plati F(z) - 0prox — —oc0 a F(x)—1prox— oo.

3. Distribuéni funkce spojité nv je spojita, distribucni funkce diskrétni nv ma konecny
(spocetny) pocet nespojitosti. Ty se nachézeji v hodnotéch nv.

Ovérent: Tvrzeni plyne primo z definice distribucni funkce a ze skutecnosti, Ze pravdépo-
dobnost je vZdy nezapornd.

4.3 Hustota pravdépodobnosti (Skripta str. 50)

Distribucni funkce je tiplnym popisem nv. Jeji velikou prednosti je velmi jednoduché definice,
ktera je spolecna jak pro diskrétni, tak i pro spojitou nv. Jeji nevyhodou je, Ze neni pftilis
vhodnd pro bézné pouziti. Proto se pro popis nv zavadi jesté jedna funkce - hustota
pravdépodobnosti. Ta je z hlediska popisu nahodné veli¢iny prakticky ekvivalentni s dis-
tribu¢ni funkei, je velmi vhodna pro pouziti, jeji definice je vSak trochu komplikovanéjsi. V
prvé tadeé, je definovana jinak pro diskrétni a jinak pro spojitou nv. V ptipadé diskrétni nv
se ¢asto nazyva pravdépodobnostni funkce.
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e DISKRETNI NAHODNA VELICINA e

Definice 4.3 (Hustota pravdépodobnosti diskrétni nv)

Pro ndhodnou veli¢cinu X definujeme pravdépodobnostni funkci f(x) vztahem

fx(x)=P(X =2x), kde z€R (11)

Komentar k definici

1. Definice pravdépodobnostni funkce je velmi jednoducha. Jeji hodnoty jsou piimo prav-
dépodobnosti jevu, oznac¢enych hodnotami nv.

2. Diskrétni distribuc¢ni funkci dostaneme pomoci pravdépodobnostni funkce jako jeji ku-
mulativni soucet (postupné nascitavani jejich hodnot). Plati tedy vztah

F(z) =) f(z:),

T; <T

kde x; jsou realizace X.

PRIKLAD: ProjiZ uvaZovany hod neposkozenou minci bude pravdépodobnostni funkce f(0) = 0,5
a f(1) =0,5. Jeji graf je

f()
11

0,5

e SPOJITA NAHODNA VELICINA e

Spojitda ndhodna veli¢ina ma nespocetné mnoho hodnot. Pokud bychom chtéli zavést jeji
hustotu analogicky podle spojité, dostali bychom funkci identicky nulovou. To ovérime
nasledujici uvahou: kdyz rozdélime jednotku pravdépodobnosti mezi nespoc¢etné mnoho re-
alizaci nv, bude kazdy dil roven nule. Proto plati: pravdépodobnost kazdé jednotlivé re-
alizace spojité nahodné velic¢iny je rovna nule.

Hustotu spojité nv proto definujeme takto.
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Definice 4.4 (Hustota pravdépodobnosti spojité nv)

Pro ndhodnou velicinu X definujeme hustotu pravdépodobnosti f(x) pomoci distribuéni
funkce Fx(x) vztahem
- dx

fx(z) (12)

nebo v integralnim tvaru

Komentar k definici

1. Druhé vyjadtreni hustoty pravdépodobnosti je obecnéjsi, protoze distribucni funkce
nemusi byt a ¢asto nebyva v kazdém bodé diferencovatelna.

2. Druhé, integralni, vyjadieni hustoty pravdépodobnosti je pro nds vyznamnéjsi
i z hlediska interpretace. Tu ukazuji nasledujici vzorce:

mXe@aw»:ﬂmz/bﬂ@@

—0o0

f(z)de = /bf(x)dx.

a

b
P(X e (a,b)):P(ng)—P(xga):/

—00

f(z)dx — /a

—00
Plati tedy: pravdépodobnost hodnot z intervalu je rovna integralu z hustoty prav-
dépodobnosti pies tento interval - tj. ploSe pod kfivkou hustoty pravdépodobnosti
nad uvazovanym intervalem.

PRIKLAD: Pro uvaovany p¥ipad doby &ekdni na tramvaj bude hustota pravd&podobnosti dana
vyrazem

_J 1/5 pro z€(0,5),
f(x)_{ 0 jinde.

s grafem

1/5
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5 Nahodny vektor

Dosud jsme se zabyvali jednou nahodnou velicinou, tedy, volné feceno, pripadem, kdy na
sledovaném procesu mérime pouze jedna data. Napi. v dopravni oblasti mérime data jen na
jediném detektoru. Chceme-li z mérenych dat délat zavéry o této oblasti, bude zifejmé vhodné
meéiit data na vice mistech. Kazdé métici misto je potom spojeno s jednou nahodnou veli¢inou
a v kazdém okamziku métreni dostdavame cely vektor hodnot mérenych dat. O uvazovanych
nahodnych velicindch hovoiime jako o ndhodném vektoru nebo o vicerozmérné ndhodné
veliéiné.

Definice 5.1 (Nahodny vektor (Skripta str. 49))

Uvazujme nahodné veliciny X, Xs,..., X,,. Ndhodnym vektorem nazveme uspotradanou
n-tici (vektor)
X == (Xl,XQ,...,Xn>/. (13)

Komentar k definici

1. Apostrof v definici znac¢i transpozici. Nahodny vektor tedy zavadime jako sloupcovy
vektor a budeme se této konvence dale drzet. V samotné definici je samoziejmé jedno,
zda je vektor sloupcovy, ale v dalsich vzorcich tato konvence ptindsi lepsi srozumitel-
nost.

5.1 ﬁplny popis ndhodného vektoru

Definice 5.2 (Distribuéni funkce ndhodného vektoru (Skripta str. 49))

Pro nahodny vektor X = (X1, Xs, ..., X,,) definujeme distribuéni funkci jako funkci n
realnych proménnych vztahem

F(zy,29,...,2,) = P(X1 <21, X5 < x9,..., X, < z,). (14)

Komentar k definici

1. Pravdépodobnost na pravé strané definicniho vztahu je sdruzena pravdépodobnost, a
tedy pravdépodobnost pruniku (souc¢asného nastoupeni) jednotlivych podminek v ar-
gumentu. Je to tedy pravdépodobnost, ze X; < x; a zaroven X, < xo, ... az zaroven
X, <z,

2. Vlastnosti distribuc¢ni funkce

(a) Distribu¢ni funkce F'(xy,xo,...,x,) je neklesajici v kazdé své proménné.
(b) Plati
F(—o0,29,...,2,) = F(x1,—00,...,2,) = ... = F(x,29,...,—00) =0,
F(o0,00,...,00) =1,



kde znak oo je tfeba chéapat ve smyslu limitniho pfechodu.

Definice 5.3 (Pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru)

Pro diskrétni ndhodny vektor X = (Xi, Xs,...,X,) (tj. ndhodny vektor, jehoz kazd4 slozka
muze nabyvat jen kone¢ného nebo spocetného mnozstvi hodnot) definujeme pravdépodob-
nostni funkci vztahem

f(a:l,acg,...,xn) = P(Xl = iL‘l,XQ = xg,...,Xn = l’n) (15)

Komentar k definici

1. Hodnota pravdépodobnostni funkce je tedy rovna pravdépodobnosti, se kterou nastane
praveé hodnota (xi, za, ..., x,) ndhodného vektoru X = (X1, Xy,..., X,)".

2. Distribué¢ni funkci je mozno pomoci pravdépodobnostni funkce vyjadrit takto

F(Il,ZEQ,...,[I)n): Z Z Z f(tl,tg,...,tn).

t1<z; t2<w2 tn<xn

3. Vlastnosti pravdépodobnostni funkce

(a) flxy,z0,...,2,) >0, YV (x1,29,...,2,),
(b> Zzl Z:cz s 'an f(xlax% s 7'rn) = 1.

Definice 5.4 (Hustota pravdépodobnosti ndhodného vektoru)
Pro spojity ndhodny vektor X = (X7, Xs,..., X,,)" (tj. ndhodny vektor, jehoz kazdé slozka
muze nabyvat nespocetné velkého mnozstvi hodnot) definujeme hustotu pravdépodobnosti

vztahem
_O"F(x1, 29, ..., Tp)

... - 1
flay, e, an) 01105 . .. Oy, o

Komentar k definici

1. Distribucni funkci je mozno pomoci hustoty pravdépodobnosti vyjadrit takto
T T2 Tn
F(%l,xg,...,$n):/ / / f(tl,tQ,,tn>dt1dt2dtn

2. Vlastnosti hustoty pravdépodobnosti

(a) f(xy,z9,...,2,) >0, V¥V (x1,29,...,2,) € R",
(b) S0 [0 - [0 (a1, e, . . &y )daydas . . dxy, = 1.
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PRIKLAD: P¥ mé&feni rozm&rii vyrobku lze udélat maximalni chybu +e; v éi¥ce a +es v délce. Tyto
chyby ozna¢ime X; a Xy a povaZujeme je za ndhodné veli¢iny. P¥itom ptedpokladame, Ze v danych
mezich jsou chyby vSude stejné pravdépodobné. Uréete hustotu pravdépodobnosti a distribu¢ni funkci
ndhodného vektoru (X7, Xa). &

Hustota pravd&podobnosti ndahodného vektoru bude definovdna v rovingé (x1,x2) redlnych Cisel
a nenulovd bude na obdélniku (—ej;e1) X (—e2;e2). ProtoZe pravdépodobnost vyskytu chyby je zde
rovnomérna, bude jeji hustota konstantni, tedy f(z1,22) = k. Z podminky na jednotkovy integral
plyne, Ze jeji hodnota bude

el €2 1
/ kd$1d$2 = k2612€2 =1 — k= .
—e1 J—es 4ejen

Hustota pravdépodobnosti je tedy

Iee; Pro T S (—61;61) Nxo € (—62;62),

0  jinde.

flz1,22) =

Distribu¢ni funkci ziskdme integraci hustoty pravd&podobnosti

0 pro x1 < —e1Vz < —eq,
+ -
% pro x1 € (—ej;e1) Axg € (—ea;es),
Tl T2 1 (:6 te )
F(xq, ) :/ / dt dty = T pro 1z € (—ej;e1) Axa > e,
00 J oo deien 1
+
(”276262) pro x1 > ey Axg € (—eg;ea),
1 pro 1 > ei Axg > ea.
Distribu¢ni funkce je naznaéena na obrazku
T2
(z14e1) 1
2e1
(z1+4e1)(z2+e2)
1
€1€2 xl
(z2+te2)
2en
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PRIKLAD: Sledujeme hod dvéma mincemi. Mince jsou po¥kozené tak, ¥e na prvni je pravdépodob-
nost rubu 0.6 a licu 0.4 a na druhé padne rub s pravdépodobnosti 0.3 a lic 0.7. Definujeme ndhodnou
veli¢dinu X = (X7, X2o), kterd rubu p¥ifadi jedniZku a licu dvojku. Napiste pravdépodobnostni a distribu&n{
funkci této ndhodné veliciny. &

Jde o diskrétni dvourozm&mou nahodnou veli¢inu, popisujici dva nezavislé pokusy (hod 1. a 2.
minci). Hodnoty pravd&podobnostni funkce uréime vy&tem - budou to pravdépodobnosti jednotlivych
(dvourozmé&rnych) vysledki, které obdrzime jako soutiny pravd&podobnosti jednotlivych vysledki, tj.
P(”na prvni padlo ...”).P(”na druhé padlo ...”).

Pravdépodobnostni funkce bude dana tabulkou
flxizg) [m=1 =2

T2 =1 0.18 0.12
To =2 0.42 0.28

a jeji graf je na obrazku

f($17x2)
1 2
1 i
2
T2 0.18 0.12
0.42 0.28

Distribu¢ni funkce je

0 pro x1 <1Vaxe <1,
0.18 pro =z € (1,2) Az € (1,2),
F(zy,me) =Y Y f(i,j)=14 06 pro 1€ (1,2) Ay >2,
i<w1 j<u2 0.3 pro z1>2Az3€(1,2),
1 pro x1 > 2Axo > 2.
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Hodnoty distribu¢ni funkce v roving (z1,x2) jsou naznaleny na obrazku:

1 2
0 .
1 4
0.18| 0.3
2 4
0.6 1
i) v

5.2 Marginalni a podminéné rozdéleni nahodného vektoru

Definice 5.5 (Margindlni pravdépodobnostni funkce)

Pro diskrétni ndhodny vektor X = (X, Xs,...,X,) s pravdépodobnostni funkei
f(z1, 29, ..., 2,) definujeme margindlni pravdépodobnostni funkci vztahem
fln, @o,oyae) = >0 > 0D flon, 2o, ..o, 3y). (17)
Th+1 Tk+2 In

Definice 5.6 (Marginalni hustota pravdépodobnosti)

Pro spojity ndhodny vektor X = (X;,Xs,...,X,) s hustotou pravdépodobnosti
f(z1,x9,...,2,) definujeme margindlni hustotu pravdépodobnosti vztahem

flxy, 20, ... k) :/ / / f(x1, 20, ..., xp)deg 1 dTpss . . . doy,. (18)
Th+1 Y Th+2 In

Komentar k definicim

1. Sumace i integrace v predchozich vzorcich se provadi pres cely obor hodnot piislusnych
proménnych.

2. Definice marginalnich rozdéleni je uvedena pro prvnich k slozek vektoru X. Analogicky
vsak plati i pro libovolné vybrané slozky ndhodného vektoru.

Definice 5.7 (Podminéné rozdéleni)

Pro ndhodny vektor X = (X, Xs,...,X,) s rozdélenim f(z1,x9,...,x,) definujeme
podminénou pravdépodobnostni funkci nebo hustotu pravdépodobnosti vztahem

f(l'l,.TQ,.-.,xn)

Tt oon) (19)

f(l’l,l’g, Ce ,xklxk+1, R ,In) =

Komentar k definicim
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1. Podminéna hustota pravdépodobnosti je dana podilem sdruzené a marginalni. Stejné
je to i pro pravdépodobnostni funkci.

2. Definice analogicky plati i pro libovolné vybrané slozky nahodného vektoru, nikoliv jen
pro prvnich k slozek.
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6 Charakteristiky nahodné veli¢iny (skipta str. 51)

V 1vodni prednasce jsme hovorili o charakteristikdch datového souboru. Rovnéz jsme se
zminili o vztahu proces - data. Budeme-li na ndhodnou veli¢inu pohlizet jako na soubor
vSech jejich moznych hodnot, na nichz je definovano rozdéleni pravdépodobnosti, nabizi
se moznost popisu nahodné veli¢iny pomoci obdobnych charakteristik, jako jsme uvedli pro
datovy soubor. Protoze pravdépodobnosti hodnot nejsou stejné, uplatni se vzorce pro tiidéna
data. Pro diskrétni nv jsou vzorce prakticky stejné, pro spojitou nv se ”sumace nahradi
integraci”.

Charakteristiky nv predstavuji netplny, avsak velmi jednoduchy, popis nv. Tento netplny
popis v praktickych piipadech casto zcela postaci.

Zakladnimi charakteristikami nv je stfedni hodnota a rozptyl.

6.1 Stredni hodnota, rozptyl a kovariance (Skripta str. 52)
e STREDNf HODNOTA NAHODNE VELICINY e

Definice 6.1 (Stfedni hodnota)

Pro diskrétni nv X s hodnotami {z,z,,...,2,} s pravdépodobnostni funkci f(z), resp.,
spojitou nv X s hodnotami z mnoziny X* a hustotou pravdépodobnosti f(z) definujeme
stredni hodnotu E|[X]| vztahem

E[X] :z:xlf(xl), resp., F[X] :/X* zf(z)de. (20)

Komentatr k definici
1. Stfedni hodnota urc¢uje "hladinu”, na které se data pohybuji.

2. Jedna se skutecéné o vzorce pro vazeny prumeér. Pri tridéni dat urc¢ujeme cetnosti jed-
notlivych hodnot; vydélenim celkovym poc¢tem n ziskame relativni ¢etnosti - pravdépo-
dobnosti, coz jsou hodnoty pravdépodobnostni funkce.

d: 1,1,2,1,2,1,1,3 —

n;:

15+22+31 5 2 1
E[X] = 10052 .1
— EX] 5+2+1 s 9593

2 3
2 1

ot =

PRIKLAD: Urete stfedni hodnotu ndhodné velitiny s pravdépodobnostni funkci f(z) danou tab-
ulkou

x | 3 5 7T 9
f(z;) ] 022 031 019 0,28 &

Podle definice je

E[X} = xlf(ml) + I'Qf(xg) + x3f<$3) + $4f(.%'4) = 30,22+ 50,31 4+ 70,19 + 9-0, 28 = 6, 06.
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PRIKLAD: Uréete stfedni hodnotu nv X s hodnotami x = 0,1,...,00, s pravdépodobnostni funkci
flz)=2re* proz=0,1,...,00. o

Opé&t podle definice je

N AN N
E[X]:Zﬂfie )\nge )‘:)\Z—e )\:)\

P¥i dpravach jsme: 1) vynechali prvni ¢len sumace, protoZe je nulovy, 2) zkrétili = proti faktoridlu, 3)
vytkli jedno A z mocniny v Citateli, 4) substituovali z — 1 — 2z a 5) vyuZili skutenosti, Ze soutet
lend pravd&podobnostni funkce je roven jedné.

e ROZPTYL NAHODNE VELICINY e

Definice 6.2 (Rozptyl)
Pro ndhodnou velicinu X s pravdépodobnostni funkei, resp., s hustotou pravdépodobnosti
f(z) definujeme rozptyl D[X] vztahem

D[X] = E[(X - E[X])"]. (21)

Komentai k definici

1. Rozptyl urcéuje miru ”variability” dat, tj. jak moc jsou jednotlivé hodnoty odchyleny
od stfedni hodnoty. Hodnota rozptylu je prumeér kvadratickych odchylek - veli¢ina
porovnatelna s daty je smérodatnd odchylka, coz je odmocnina z rozptylu.

2. Pro diskrétni, resp., spojitou nv lze rozptyl vyjadrit takto

n

DIX] = 3w = EIX)f (@), resp, DIX] = [ (o= E[X])*f(@)dr.

=1

PRIKLAD: Urdime stfedni hodnotu nahodné veli¢iny pro zmin&ny p¥ipad &ekani na tramvaj. Jeji
hustota pravdépodobnosti je

) 1/5 pro z€(0,5),
f(x)_{ 0 jinde.

Stfedni hodnota je podle definice (vynechdme integraci tam, kde je f(x) =0.) ¢

5 5 1 1 5°
E[X] :/ mf(:n)dac:/ x—dr = [xz] =25,
coZ presné odpovida nasim predstavam.
Rozptyl opét podle definice
51 25
—dr =

D[X]:/OS(:U—Q,5) Sdr ==
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e KOVARIANCE DVOU NAHODNYCH VELICIN @

Definice 6.3 (Kovariance (Skripta str. 54))

Pro ndhodné veli¢iny X a Y, popsané sdruzenou hustotou pravdépodobnosti f(z,y), defin-

ujeme kovarianci cov(X,Y') vztahem

cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])].

Komentar k definici

1. Pro X =Y kovariance prechézi na rozptyl.

6.2 Operatorové vyjadreni stredni hodnoty a rozptylu
Stredni hodnota Pro nahodné veliciny X, Y a konstantu a plati
Ela] =a, FlaX]|=aF[X|, FE[X+Y]|=F[X]|+ E[Y],

ale

E[X? # E[X]?, E[XY]# E[X]E[Y].

Rozptyl Pro nahodné veliciny X, Y a konstantu a plati
Dla] =0, Dla+ X]= D[X], DlaX]=a*D[X]
a pro X,Y nekorelované (bude pozdéji) plati
D[X +Y] = D[X]+ D[Y].
Pro rozptyl plati tzv. vypocetni vzorec

DIX] = E[(X - E[X])’] = E[X"] - E[X]".

(22)

(23)

Odvozeni: FE[(X — E[X])?] = E[X? — 2XE[X] + E[X]?] = E[X? - 2E[X|E[X] + E[X]?

6.3 Momenty nadhodné veliciny

Zobecnénim stiedni hodnoty a rozptylu jsou momenty. Ty se déli na obecné a centrdlni.

Definice 6.4 (Momenty)
K-ty obecny, resp., centralni moment nahodné veliciny X definujeme vztahem

wo= BIXY, resp, o= E[(X ~ E[X])¥], pro k=1.2,...
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Komentar k definici

1. Z pohledu momentu je stredni hodnota prvnim obecnym a rozptyl druhym centralnim
momentem.

Pro vypocet momentu je uzitec¢na tzv. momentovd funkce.

Definice 6.5 (Momentova funkce)

Pro ndhodnou veli¢inu X definujeme momentovou funkci vztahem

mx(2) = Ele*"] (25)
Pomoci momentové funkce lze pocitat obecné momenty podle nasledujictho tvrzeni.

Tvrzeni 6.1 (Vypoéet momentii pomoci momentové funkce)

Jestlize mx (z) je momentova funkce ndhodné veli¢iny X, pak k-ty obecny moment X urcime
takto

e momentovou funkci k-krat derivujeme podle proménné z,

e v derivaci polozime z = 0.

Je tedy o
|
i = [ z mx<z>] (26)

Ovéreni: Podle definice je (pro spojitou nv s oborem hodnot X* - s diskrétni je to obdobné)

mx(z) =F [eZX} :/ e f(x)de.

*

Derivace k-tého radu podle z je

a pro z =0 dostdvame

Komentar k tvrzeni

1. Druhy centralni moment (rozptyl) lze vypocitat z obecného pomoci vypocetniho vzorce
pro rozptyl



PRIKLAD: Pomoci momentové funkce uréete stfedni hodnotu rozd&leni s pravdépodobnostni funkci
f(z), zadanou tabulkou

z |1 2 3
f(x) |05 03 0.2

Podle definice je

3
mx(z) = Z ™ f(x) = 0.5 + **0.3 4+ 0.2
r=1

Derivace podle z je %m’x(z) = ¢°0.5 + 2¢270.3 + 3e%20.2 a pro z = 0 dostaneme
EX]=p1=05+2-0.3+3-0.2=1.7. To odpovidd stfedni hodnotg&, vypottené podle definice.

6.4 Kvantil spojité nahodné veli¢iny (Skripta str. 53)

Definice 6.6 (Kvantil)

Kwvantilem spojité nahodné veliciny X nazveme ¢islo (,, pro které plati

P(X <) = F(G) = a (27)

Komentar k definici

1. Casto (zvlasté v americké literatuie) se misto pojmu kvantil zavadi pojem kritickd
hodnota z, pro ktery plati z, = 1 — (,. Je definovan jako ¢islo z,, pro které plati
P(X > z,) =«

2. Pro diskrétni nv je kvantil definovan jako ¢islo (,, pro které plati
F((y) <a AN F((+0)>«, kde vyraz (, + 0 znaci limitu zprava.

3. Kvantily nebo kritické hodnoty hledame v tabulkach. Pokud je k dispozici pocitac
s néjakym statistickym programem, lze je vétsinou urcit v tomto programu.

PRIKLAD: UvaZujme spojité rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti
f(z)=e* pro x>0 a 0 jinde.

Urlete o procentni kvantil tohoto rozdéleni. &

Podle definice je
Ca
/ e Pdr=1—e% =q.
0

Odtud {, = —In(1 — «). Pro a = 0.05 bude (p 95 = 0.051.
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6.5 Charakteristiky nahodného vektoru

Podobné, jako pro skalarni ndhodnou veli¢inu, zavedeme i pro ndhodny vektor nékteré jeho
¢iselné (maticové) charakteristiky, jako jejich sice neuplny, ale zato jednoduchy popis. Ty

vvvvv

definici, zavedeme urcité pojmy, souvisejici se skalarni nahodnou veli¢inou.

e POMOCNE POJMY e

Nejprve zobecnime pojem stfedni hodnoty ndhodné velic¢iny (20) a budeme definovat stredni
hodnotu prvku ndhodného vektoru X.

Tvrzeni 6.2 (Stfedni hodnota z prvku vektoru)

Uvazujme n-slozkovy nahodny vektor X a jeho r-tou slozku X,.. Hustota pravdépodobnosti
(hp) ndhodného vektoru je f(x1,z9,...,2,) a f(x,) je margindlni hp, kterou jsme dostali
integraci sdruzené hp ptes vSechny slozky nahodného vektoru kromé r-té slozky X,.. Potom
pro stfedni hodnotu z X, plati

E[X,] :/*/*/X xrf(xl,xQ,...,xn)dxldxg...dxn:/ z. f(z,)dz, = u,
1 2 n

X,

*
T

kde hvézdickou znac¢ime obory hodnot jednotlivych slozek ndhodného vektoru.

Ovéreni: Tento vztah plyne primo z definice margindlni hp.

Stredni hodnota prvku vektoru pres cely nahodny vektor se tedy pocita jako ”obycejna”
jednorozmeérna sttedni hodnota pfres tento prvek. Odvozenou vlastnost dale pouzijeme jako
motivaci pro definici stfedni hodnoty nahodného vektoru.

e CHARAKTERISTIKY NAHODNEHO VEKTORU @

Definice 6.7 (Stfedni hodnota ndhodného vektoru (Skripta str. 55))

Stredni hodnotu nahodného vektoru definujeme jako vektor stfednich hodnot jeho jed-
notlivych slozek, tj.
E[X] = (F[X1], E[Xs], ..., E[X,)]), (28)

kde X = (Xy, Xs,...,X,)" je ndhodny vektor.

Komentar k definici

1. Motivaci k této definici je Tvrzeni [6.2.
PRIKLAD: Sledujeme-li intenzitu dopravniho proudu na péti mé&¥enych mistech dopravni sit& (tj.

sledujeme pé&tirozmé&rny nahodny vektor intenzit), pak stfedni hodnotou tohoto ndhodného vektoru bude
vektor,jehoZ slozky budou stfedni hodnoty jednotlivych intenzit.
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Definice 6.8 (Kovarianéni matice ndhodného vektoru (Skripta str. 56))
Pro nadhodny vektor X = (Xi, Xs,...,X,) definujeme kovarianéni matici C[X] takto

D[Xl] COV(Xl,XQ> R COV(Xl,Xn)
e )
cov(X,, X1) cov(X,, Xo) ... D[X,]

Komentafr k definici
1. Kovarianéni matice je symetricka a pozitivné definitni.

2. Ve vektorovém zapisu (se sloupcovym vektorem X) lze kovarianéni matici pséat takto
ClX] = E[(X — E[X])(X - E[X])] = E[XX'] - E[X]E[X]" (30)

Prvni vztah plyne z definice ndsobeni vektoru ve tvaru sloupce a fadky, druhy je
obdobou zndmého vypocetniho tvaru pro rozptyl (23).

3. Podobné jako kovarianéni matici pro jeden ndhodny vektor (coz lze povazovat za ob-
dobu rozptylu) lze definovat i vzdjemnou kovarianéni matici (jako obdobu kovari-
ance) vztahem

Cov(X,Y)=FE[(X — E[X])(Y — E[Y])]. (31)

PRIKLAD: Dvourozmérné diskrétni rozdéleni ndhodného vektoru X = (z1,22), pro X1 = 0,1 a
X5 =0,1,2, Ize zapsat pomoci pravdépodobnostni funkce v formé tabulky

f(a:l,xg) ‘ x2:0 .TQZl 372:2
1 =0 0.42 0.12 0.06
1 =1 0.28 0.08 0.04

Urlete stfedni hodnotu a kovarianéni matici tohoto ndhodného vektoru. &

Pro uréeni stfedni hodnoty budeme poditat stfedni hodnoty jednotlivych slozek nahodného vektoru.
Proto potfebujeme margindlni pravdépodobnostni funkce. Ty dostaneme "vys&itanim" pravdépodob-
nostni funkce p¥es sloupce a ¥adky

f(z1) = (0.6, 0.4) a f(z2)=(0.7, 0.2, 0.1).
a stfedni hodnoty jsou
E[Xi1]=0x06+1x04=0.4 aobdobnd E[X3]=04
St¥edni hodnota ndhodného vektoru je tedy

E[X] = (0.4, 0.4)".

Pro urleni kovarian&ni matice potfebujeme uréit rozptyly a kovariance jednotlivych sloZek ndhodného
vektoru.
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Rozptyly uréime opét z marginélnich rozlozeni

D[X] = (0—0.4)20.6+ (1 —0.4)%04 =024,  D[Xy] =0.44

Kovariance
Cov X1,X2 ZZ xr1 — .%'2 — E[XQ])f(I‘l,HZQ) =

= (0—0.4)(0 — 0.4)0.42 + (0 — 0.4)(1 — 0.4)0.12 + (0 — 0.4)(2 — 0.4)0.06+
+(1—0.4)(0 — 0.4)0.28 4 (1 — 0.4)(1 — 0.4)0.08 + (1 — 0.4)(2 — 0.4)0.04 = 0

Kovarianéni matice je tedy

Covzlo.m 0 ]

0 044

PRIKLAD: UvaZujme spojity ndhodny vektor X = (X1, X3) s hustotou pravdépodobnosti

2
—(z1 4+ 2x9) pro z1,z9 € (0,1), jinak 0.

ORE

Urcete stfedni hodnotu a kovarian¢ni matici.

Marginalni hustoty pravdépodobnosti jsou

f(x1) /f Ydxg = (:Ul—i—l) a f(x2) /f Ydz = (1+4:r2)

pro x1,z2 € (0,1) jinak 0.
St¥edni hodnoty

1 1
E[Xi] :/o 1 f(x1)dry = 1—2 a E[X :/O o f (2)dms = %_

Rozptyly

D) = [ o1~ B @a)de = 15 @ DIXa] = [ (o2~ BIXa)S(aa)des = — s

162

Kovariance
cov(X1, Xo) = / / 1 — 1))(x2 — E[X2]) f(x1, x2)dx1dxe =

_/ / ( 1—) ( 2—1;) %(:1;1+2x2)dx1d$2

Sami doma a porovnat mezi sebou.
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7 Rozdéleni diskrétni nahodné veli¢iny

Diskrétni ndhodna velicina mé konecny nebo spocetny pocet realizaci.

Distribuc¢ni funkce je po ¢astech konstantni funkce se skoky v realizacich. Prirustky se
rovnaji pravdépodobnostem realizaci.

Pravdépodobnostni funkce je diskrétni s hodnotami v realizacich. Jeji hodnoty se
rovnaji pravdépodobnostem realizaci.

7.1 Alternativni rozdéleni (Skripta str. 56)
Pravdépodobnostni funkce

flz)=a"(1—m)t" pro z=0,1. (32)
POZNAMKA: To odpovidd nasim predstavdm: f(0) =1 —m a f(1) = 7.

Momentova funkce

mx(z) =me* —mw+ 1. (33)
Ovéreni: Z definice - mx(z) = Sb_, en®(1 — 7)1 72,
Stredni hodnota a rozptyl
E[X] =, DIX]=7n(1-m)

Ovéreni: Primo z definice.

Vyznam

Néhodna veli¢ina popisuje pokus s dvéma vysledky - "netspéch” — 0 a "uspéch” — 1.

Piiklady

Hod minci: "rub” — 0, "lic” — 1.
Vybér vyrobku ze skladu: ”vadny” — 0, "dobry” — 1.
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7.2 Binomické rozdéleni (Skripta str. 56)

Pravdépodobnostni funkce

Momentova funkce

mx(z) = (re* —m+1)".

Stredni hodnota a rozptyl

E[X] = nm, DIX] =nn(1—m).

Vyznam

S, M. (34)
(35)
=(efr+1—m)".
A+B

Néhodna velicina popisuje n krat opakovany pokus s alternativnim rozdélenim s parametrem
7, kdy jako vysledek série pokusu se bere pocet uspéchu opakovanych do prvniho netspéchu.

Priklady

N krat opakovany hod minci s vysledkem ”pocet licu”.

Vybér n vyrobku ze skladu s vysledkem ”pocet vadnych” ve vybéru.

Pocet chlapcu v rodinach se tfemi détmi.

7.3 Poissonovo rozdéleni (Skripta str. 58)

Pravdépodobnostni funkce

A

flz)=e"— pro x=0,1,2,...

x!’
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Momentova funkce

mx(z) = MY (37)

2z AT~ e A Zx e*N® _ e A — e)\(ez—l)

Ovéreni: mx(z) =X, e 5e " = 3

Stredni hodnota a rozptyl

Vyznam

Nahodné veli¢ina popisuje limitni ptipad binomického pokusu, ve kterém plati n — oo
a ™ — 0, pficemz nm = X\ je kone¢né kladné ¢islo.

Priklady

1. Sledovani provozu v piipadé malé intenzity, kdy vozidla projizdi osamocené (nikoliv
v proudu). Sledujeme v kratkych ¢asovych okamzicich (velké n) a jen obcas néco pro-
jede (malé 7).

2. Nahodny proces rozdéleni ¢asovych odstupu vozidel na hlavni komunikaci.

7.4 Negativni binomické rozdéleni

Pravdépodobnostni funkce

-1
flx) = (x:;il >7r”(1—7r)x, prox =12 ... (38)
Stredni hodnota a rozptyl
1— 1—
px) =" prxy =)
™ 7

Vyznam

Toto rozdéleni popisuje pravdépodobnost, ze pii nezavislych pokusech s pravdépodob-
nosti uspéchu m v kazdém z pokusu bude n-tému uspésnému pokusu predchazet pravée x
netspésnych pokusu. (Jinak feceno, pro dosazeni n dspéchu s danou pravdépodobnosti je
tieba vykonat x + n pokusu.)
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Priklady
1. Pouziva se v dopravni problematice.

2. Modely siteni infekce (rozdéleni Cetnosti parazitu v ramci hostitelské populace).

7.5 Diskrétni rovnomeérné rozdéleni (Skripta str. 58)

Pravdépodobnostni funkce

1
flz) =—, pro & = Iy, To,..., Ty (39)
n

Vyznam
Tato hustota pravdépodobnosti popisuje rozdéleni pravdépodobnosti mezi konecny pocet

vysledku pokusu jestlize mezi nimi nejsou zadné preference (vsechny jsou stejné pravdépo-
dobnostné).

Priklady
1. Hod minci.

2. Hod kostkou.
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8 Rozdéleni spojité nahodné veliciny

Spojita nahodna veli¢ina ma nespocetny pocet realizaci.

Distribuc¢ni funkce je spojita, neklesajici, pro x — —oo ma hodnotu nula, pro r — oo
jedna.

Hustota pravdépodobnosti je nezdporna a jeji integral od —oo do oo je roven 1. Jeji
integréal od a do b (pro a < b) je roven pravdépodobnosti vyskytu hodnoty ndhodné veli¢iny
v intervalu (a, b).

8.1 Rovnomeérné rozdéleni (Skripta str. 59)

Hustota pravdépodobnosti

1
= pro xz € (u— h,pu+ h),
fla)=1 et ) (40)
0 jinde.
Momentova funkce
1
_ = (. uth)z _ (n—h)z
mx(z) = 5 (e # et )

X o 7. _ (pth 2z 1 _ 1 7.2z ze\ith 1 (u+h)z (u—h)z
Ouvéreni: mx(z) = [[7) € 5 dr = 5[ + |1 1) = 55— (e —e .

Stredni hodnota a rozptyl

E[X] = p, DIX] = —

Ovérendi:

Stredni hodnota: E[X] = flﬁ‘f::cﬁdx = ﬁ (1 + h)? = (u—h)?] = p.

Rosptyl: DIX] = BIX?| - (E[XIP = [ o e — i = & [(u+ ) — (u — b)) — 22 =
= GG =

Vyznam

Néhodnd veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim popisuje situaci, kdy a) jeji hodnoty nesmi
prekrocit pevné stanovené meze a b) uvniti téchto mezi neni duvod povazovat nékteré hod-
noty za vice a jiné za méné pravdépodobné.
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Piiklady

1. Pohyb automobilu po komunikaci, kdy ndhodna veli¢ina urc¢uje pri¢nou polohu auto-
mobilu na jednosmérné vozovce (napt. vzhledem k pravému okraji vozovky). Vyskyt
automobilu kdekoli na vozovce ptripoustime stejné dovoleny (pravdépodobny), pohyb
mimo vozovku je zakazany.

8.2 Normalni rozdéleni (Skripta str. 59)

Hustota pravdépodobnosti

normované obecné
1 1.2 1 1(z—p 2
T) = e 2%, resp., ) = o3 (%) 41
fla) = = fla) = <o (41)
Momentova funkce
22 22(72
mx(z) =e7, resp., my(z) = et 2, (42)
Ovérent:
00 1 e\ 2 €T — 1 oo 2
mx(z) = / et~ o 3(%7") = | substituce : Yy = N‘ = / Wt e~ gy =
—00 2mo o V21 J-o0
| doplnén na gtveree | = —= ¢ / b’y
= | doplnéni na ¢tverec | = — e e =
P 21 —00 4
= | substituce: v =y — z0| = — ¢ 2 / e 2dv=c¢e 2.
V2 —00
POZNAMKA: V' poslednim kroku predchoziho odvozeni jsme wvyuZili skutecnost, Ze

J%0, f(x)dx = 1. Tento vztah pro normdlni rozdéleni nyni dokdzeme.

Oznacime: I = [ e **/2dz a budeme pocitat kvadrét (to je trik)

oo 2 0 oo % oo 22 4y2
1'2:</ e_IQ/de> :/ e_x2/2dx-/ e_y2/2dy:/ / e dzdy

No, pro¢ ne? Déle zavedeme polarni soutadnice

cos(p) —psin(p)
sin(p)  pcos(y)

x = pcos(p) p=0:o00,

2 _ _
y=psin(p) * @©=0:27"’ Ay =, =

‘ - p
A pokracujeme

27 poo 2 —
I? :/ / e 2 pdpdp = ‘ pi[2=a
0 0

27 [e’) 27
odp = da :/0 /0 e “dadyp = ; dp =27

a tedy I =+/2m.
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Stredni hodnota a rozptyl

Ovérent:

Z momentové véty

stredni hodnota: e — (4 022)et*t27°% 4 pro z = 0 dostaneme pu.
druhyj obecnyy moment: Cf;@ = 020421392 (1 + 022)2e45T27°F g pro z = 0 je to o2 +
Vyznam

Normalni rozdéleni je zdkladnim a nejcastéji se vyskytujicim rozdélenim spojité ndhodné
veliciny. Normalni rozdéleni dostaneme v piipadé, kdy porucha v ndhodném pokuse je
tvorena vzajemnym pusobenim rady malych a navzajem nezavislych nahod.

Piiklady

1. Pisek, ktery se sype z kyblicku na piskovisté. Nahodna veli¢ina je poloha zrnicek pisku

— na zemi se vytvoii kopecek (gaussovka).

2. a dalsi.

PRIKLAD: Dvojrozmérné normalni rozdéleni ma sdruzenou hustotu pravd&podobnosti

1 1 -
@) = grmem { =5 - w'r @ -},

kde

x = [x1,22]’ je dvourozm&rny ndhodny vektor,

p = [p1, u2]’ je stfedni hodnota z,
o; o012 | . o

r= ! 5 | je kovarian&ni matice = a
Jg12 02

Ir| = 0203 — 03, znati determinant matice 7.

MarginalIni hustoty pravdépodobnosti jsou
fi(z1) = N(p,0%) a  fa(ra) = N(ug,03)
Podminéné hustoty pravdépodobnosti jsou

2
(o} (e}
fia(ar]wz) = N (m + g (22— pr2) 0 — ;;) a fa(raler) =N (w +
2 2
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POZNAMKA:  Margindlni a podminéné rozdéleni lze odvodit tak, Ze v exponentu sdruzené
hustoty pravdépodobnosti rozndsobime a wvznikly kvadraticky vyraz doplnime ne ctverec v jedné
z proménnych. Ten vyraz, ktery obsahuje jen jednu promeénnou je margindlni hustota pravdépo-
dobnosti, zbytek je margindlni. Provést na cviceni (pokud nebude na cviceni ¢as, tak odvozeni
ndsleduge).

Inverze kovariancni matice r

~1
2 2
01 012 . 1 09 —012
2 =53 3 2
O12 0% oto3 — oty | —012 0
Sdruzend hustota pravdépodobnosti

1 1 2 2 2 2
eXp 4y — 05 (21 — p1)° — 2012(71 — ) (T2 — p2) + 01 (T2 — p2)
2m\/oi03 — o, { 2(0fo3 — oty) [ ? ! }

Ptechod na podminénou a marginalni hustotu pravdépodobnosti provedeme doplnénim ex-
ponentu na ¢tverec: pokracujeme s hranatou zavorkou

2
019

2
012 012
o5 [(951 —)* — 2?(901 — pn) (22 — p2) + <U2(332 - M2)> - ?(372 — p12)?
2 2 2

+07 (x2—p2)? =

2
o g
=0} [iCl - p1— 7122 (72 — Mz)] + (U% - 0122> (z2 — p2)”
2

a cely exponent

0-% [ Ul?( )]2 1 O'%O'% - 0-%2( )2
52z oy L1 M o (T2 — )| — Ty — p1)” =
2(0{o3 — oty) o3 2(0i03 —0fy) 03

2
1 1 012 11 2
—570%0550% [951 - (Ml + o2 (2 — Mz))] T 202 (x2 — p2)

2

Konec odvozeni. To prvni je exponent podminéné a to druhé marginalni hustoty pravdépo-
dobnosti.

8.3 Logaritmicko-normalni rozdéleni

Hustota pravdépodobnosti
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Stredni hodnota a rozptyl

E[X]=e" 2 D[X] =™ (¢ — 1)

Vyznam

Ma4-li ndhodn4 veli¢ina X normélni rozdéleni, pak veli¢ina Y = e m4 rozdélen{ logaritmicko-
normalni.

Priklady

1. Intenzita dopravniho proudu pii stfednim a vyssim provozu.

8.4 Exponencialni rozdéleni (Skripta str. 62)

Hustota pravdépodobnosti

1
se 9 Pro x> A, (44)
0 jinde.

Stredni hodnota a rozptyl

E[X]=A+6§ D[X]=4

Spocitat doma. Kdyz to nepujde, spocitame pozdéji.

Vyznam

Exponencidlni rozdéleni ma nasledujici charakteristiku: jestlize X interpretujeme jako dobu
do poruchy pfistroje a tento piistroj pracoval do okamziku a bez poruchy, pak pravdépodob-
nost poruchy pfistroje v nésledujicim ¢asovém intervalu A (tj. v casovém tuseku (a,a + A))
je stejnd, jako v ¢asovém tuseku (0, A), tedy u pristroje, ktery dosud nebyl v provozu. Této
vlastnosti lze vyuzit napt. pro popis doby zivotnosti piistroje, ohrozeného vnéjsi nahodnou
pri¢inou, bez uvazovani starnuti.

Priklady
1. Teorie spolehlivosti.

2. Teorie front.
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8.5 Rozdéleni gama

Hustota pravdépodobnosti

1
flz) = () g e/, x>0, jinak 0
m m

kde funkce gama je definovana vztahem

['(m) = /OOO tm e tdt.

a plati proni T'(m+ 1) =mI'(m) [=m! pro m celé].

8.6 Rozdéleni beta

Hustota pravdépodobnosti

1

mi—1 mao—1 ..
= gml (g™l 2 €(0,1), jinak 0
B ) (1—x) (0,1), ]

fz) =

kde funkce beta je definovana vztahem
1
Bmumwy:/tﬂrw1—wmr%u
0

a plati pro ni  B(mq,mg) = ['(m1)['(ma)/T'(my + my).

8.7 Rozdéleni X2 (Skripta str. 63)

Néhodnou veli¢inu X s rozdélenim x? s v stupni volnosti dostaneme takto

X =Y U7
i=1

kde U; jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim N (0, 1).

(45)

(46)

(47)

Rozdéleni této nahodné veli¢iny je rozdéleni I' pro m = v/2 a 6 = 2, kde v je parametr
rozdélen{ x?, ktery se nazyva "pocet stupiiti volnosti” a jeho vyznam je dan vztahem (47).

Toto rozdéleni je asymetrické - pro z < 0 je nula. Na kladné poloose nejprve roste (pro

v > 1), dosahuje maxima a potom klesa k nule. (Déla jeden hrb.)

8.8 Rozdéleni t (Studentovo) (Skripta str. 63)

Néhodnou veli¢cinu X se studentovym rozdélenim s v stupni volnosti dostaneme takto

v
X2(w) /v
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kde U je ndhodné veli¢ina s rozdélenfim N (0, 1) a x?(v) znaci ndhodnou veli¢inu s rozdélenim
x? a v stupni volnosti.

Toto rozdéleni je symetrické, dosti podobné normalnimu rozdéleni, avsak je v ném mnohem
vice neurcitosti (lze z ného generovat i zna¢né odlehlé realizace).

8.9 Rozdéleni F

Nahodnou velicinu X s rozdélenim F' a stupni volnosti 1; a 15 dostaneme takto

o X2(V1)/V1
X = ) (49)

kde x%(v1), resp., x*(v2) znaci ndhodné veliciny s rozdélenim x? s vy, resp., v, stupni volnosti.

Tvarem se toto rozdéleni podobd rozdéleni x2.
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9 Funkce nahodné veliciny

9.1 Funkce jedné nadhodné veli¢iny

V praxi se casto setkdvame s urcitymi funkcemi ndhodné veliciny.

PRIKLAD: Opakovan& m&ime konstantni vzdalenost a a mé¥ici p¥istroj je zati¥en nahodnou chybou
E. Pak méFeny signdl je Y = a + FE, a tedy je funkci ndhodné veli¢iny F.

Zajima nas rozdéleni (hustota pravdépodobnosti) funkce Y, jestlize zndme rozdéleni (hustotu
pravdépodobnosti) argumentu funkce, tj. ndhodné veliciny E.

Definice 9.1 (Funkce ndhodné veliciny)

Je-li X nahodna velicina, pak ndhodna veli¢ina Y definovana
Y = h(X)

se nazyva funkci ndhodné veliciny X.

Komentar k definici

1. Zavedeni funkce nahodné veli¢iny je pravé to, co prispiva k moznosti praktického
vyuziti pravdépodobnosti. V praxi totiz casto analyzujeme urcité (deterministické) vz-
tahy, ve kterych jsou nékteré veli¢iny neurcité (napi. ovlivnéné poruchou). Pracujeme
tedy s funkci nahodné veliciny.

PRIKLAD 1: UvaZujme opét m&Feni délky a. Nahodnou veli¢inou bude chyba m&¥eni E a jeji funkei
Y bude tataZ chyba, ale vyjad¥ena v jinych jednotkach, tedy Y = kFE. Navic pfedpoklddejme, Ze chybu
FE zaokrouhlujeme tak, Ze miize nabyvat jen konetného poctu hodnot. Ty oznaéime —2,—1, 0, 1, 2.
Vime, Ze pravdépodobnosti téchto hodnot (tj. pravdépodobnostni funkce F) je ddna tabulkou

e |2 -1 0 1 2
fe(e) ] 0.1 01 05 02 0.1

Jaka bude pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny Y7 &

ProtoZe transformaéni funkce je vzajemné jednozna&nd, je odpovéd velmi jednoduchd. Pravdépodob-
nosti jednotlivych vysledkii se samozfejm& nezméni, at je vyjad¥ime jakkoli (v centimetrech, metrech
nebo kilometrech).

Nové vyjad¥eni vysledkii ziskdme z transformaéni funkce: y = kx. Dosadime do pfedchozi tabulky,
pravdépodobnosti ponechame a nova pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny Y je

y | -2 -k 0 k 2k
A |01 01 05 02 01

PRIKLAD 2: UvaZ?ujme déle pfedchozi p¥iklad, ale jako funkci chyby E vezmeme jeji absolutni
odchylku Y = |E]. O

vvvvvv

veli¢iny Y a zjistit, které realizace mohou nastat vice zplisoby. Jejich pravdépodobnosti je tfeba seéist.
Zjevné plati Y = 0, 1, 2, pficemZ hodnota 1 vznikla z hodnot -1 a 1; hodnota 2 z hodnot -2 a 2. Vysledna
tabulka pravdépodobnostni funkce Y bude

54



y |0 1 2
fr(y) [ 05 03 02,

kde 0.3 =0.1+0.2 a 0.2 =0.14 0.1 z pdvodni tabulky.

To, co jsme nyni naznacili na piikladech pro diskrétni nahodnou velicinu, pro kterou je
situace jednoduchd, uptesnime déle pro spojitou nahodnou veli¢inu.

Tvrzeni 9.1 (Transformace hustoty pravdépodobnosti)

Je-li X spojitd ndhodnd veli¢ina s realizacemi x a s hustotou pravdépodobnosti fx(z) ay =
h(z) je ryze monoténni funkce (tj. bud rostouci nebo klesajici), ma nédhodna velicina Y’
definovand Y = h(X) hustotu pravdépodobnosti fy(y) uréenou vztahem

dh™'(y)

il (50)

Fo(y) = Fxlh )] ‘

kde h™1(y) je funkce inverzni k funkci y = h(x).

Ovéreni: Pro rostouct funkci h je distribucni funkce Fy (y)
Fy(y) = P(Y <y) = P(h(X) <y) = P(X <h™'(y)) = Fx(h™'(y))
a hustota pravdépodobnosti fy(y) je

_ diy(y) _ dFx(h"'(y))
dy dy

fr(y)

Pro klesajici funkci h plati
Fy(y) =1-P(Y <y)=1-P(h(X) <y)=1-P(X <h7'(y) =1— Fx(h"'(y))
a hustota pravdépodobnosti je

dh™'(y)

i) = (7 W) S

Protoze derivace rostouci funkce je kladnd a pro klesajici funkci zdpornd, lze oba pripady
vyjddrit pomoct absolutni hodnoty tak, jak jsme uwvedli v (50).

Komentar ke tvrzeni 9.1

1. Uvedené tvrzeni plati pro pripad spojité ndhodné veli¢iny, kdy transformacni funkce
h je skaldrni funkci skaldrniho argumentu a je na celém svém definicnim oboru
monotonni.

2. Pripad diskrétni ndhodné veliciny lze tesit jednoduse podle zakladnich defini¢nich
vzorcu. Postup je patrny z predchoziho prikladu.
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3. V pripadé, kdy funkce h neni monoténni, je situace komplikovanéjsi. Pro transfor-
movanou distribuéni funkci Fy (y) potom plati

Ry =Y PXel)=3 [ fx)ds.

kde I; oznacuje j-ty interval na ose x, pro ktery plati h(z) < y.

Hustotu pravdépodobnosti fy(y) dostaneme opét derivaci distribuéni funkce Fy (y).
(Piiklad nésleduje.)

4. O piipadu, kdy h je (vektorovou) funkef vice proménnych, se zminime pozdéji.

PRIKLAD: Pro transformaéni funkci Y = X? a zvolené y dostaneme pravé jeden interval I, pro
ktery plati % < y. Tento interval je I = (—/y,/y). Pro distribuéni funkci Fy (y) a y > 0 plati

Fy(y) = P(Y <y) = P(X € (=Vy, V) =

= [ et = [ ewe [ et = ety - Fx(-v0)
-y —00 —0o0

proy <0 je Fy(y) =0.

Hustotu pravdépodobnosti dostaneme derivaci distribuéni funkce

dFy (y) 1
fr(y) = = Ix(Vy) + fx(=vy)]
() & 2\/@[ V) (=vy)l
proy >0a fy(y) =0, proy < 0.
Priklady
PRIKLAD 1: UvaZujeme diskrétni ndhodnou veli¢inu X s hodnotami z; = iz proi=1,2,...,10.
Pravdépodobnostni funkce fx(z) pfitazuje témto hodnotdm pravd&podobnosti fx(z;) = (11 —4)/55.
Urcete pravdépodobnostni funkci fy (y), jestlize Y = sin(X). O
x 7 2% 3% 4% 5% 65 7% 8% 9% 103
0 9 8 7 6 5 4 3 2 1
fx(®) |85 s s 5 55 5 % 55 5 5
y=sin(x)| 1 0 -1 0 1 0 -1 0 1 0

Odtud plyne y € {—1,0,1} a

8§ 4 12
1) = — 4 - =
fr(=1) 55 755 55
9 7 5 3 1 5
fr(0) = —+—4+—+—+—-=—,

55 55 55 55 55 11

10 6 2 18
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PRIKLAD 2: UvaZujme spojitou ndhodnou veli¢inu X s hustotou pravd&podobnosti fx () a jeji
transformaci Y = aX + b, a, b konstanty, a # 0.

Ur&ete hustotu pravdépodobnosti fy (y). O

Funkce je monoténni, inverzni funkce je z = u=b 5 jeji derlvace 2. Tedy plati
a

friy) = ‘fx( b)

PRIKLAD 3: Nahodnd veli¢gina X m4 hustotu pravd&podobnosti fx(z) =1/3 pro x € (—1, 2) a
jinde rovnu nule. Napiste distribu&ni funkci a hustotu pravd&podobnosti ndhodné veliciny Y = | X|.

Transforma&ni funkce neni monoténni, proto nelze p¥imo pouZit vzorec (50). Budeme postupovat podle
poznamky 3 k tomuto vzorci.

Pro dané y > 0 hleddme intervaly I; hodnot x, pro které plati h(x) < y tj. |x| < y. Takovy interval je
jediny: I ={z:x € (—y, y)}. Podle zmin&né pozndmky je:

Fy(y) =P(X € (- / Ix(z dx—/ fx(x
Po dosazeni konkrétni hustoty pravdépodobnosti a integraci po &astech dostaneme
0 pro y <0
3y pro y € (0, 1)
Fy(y) =19 |
3(y+1)  pro ye(l, 2)
1 pro y > 2

Hustotu pravdépodobnosti dostaneme derivaci

0 pro y <0

3 poye(0 1)
fx(x) =4 7

3 pro ye(l, 2)

0 pro y > 2

PRIKLAD 4: UvaZujme spojitou ndhodnou veliginu X s hustotou pravdépodobnosti fx (z) = 1/m
pro x € (—m/2,m/2), jinde nula. Najdéte hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny Y = tg(X). <

Funkce je monoténni na z € (— /2 7/2) a jeji obor hodnot je y € R. Inverzni funkce je z = h™1(y) =

arctg(y) a jeji derivace 2/ dhd = 1/(1 + y?). Hledana hustota pravd&podobnosti bude
1 1
_ n_ -
fy(y) = fx(z)|2'| = 142

9.2 Funkce nahodného vektoru

Tak, jako pro jednu ndhodnou veli¢inu, budeme uvazovat funkci ndhodného vektoru. Nejprve
budeme uvazovat skaldrni funkci vektorového argumentu.
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Definice 9.2 (Funkce vice ndhodnych veli¢in)
Jsou-li Xi, X5, ..., X,, ndhodné veli¢iny, pak ndhodna veli¢ina Y definovana

Y = h(Xl,XQ,...,Xn)

se nazyva funkeci? nahodnych velicin Xq, Xs,..., X,,.

Komentar k definici

1. Definovali jsme skalarni funkci vektorového argumentu. Pokud by nahodné veli¢ina Y
byla rovnéz vektor, stejné bychom mohli definovat i vektorovou funkeci.

PRIKLAD: Sledujme pokus "hod kostkou” s ndhodnou veli¢inou " potet bodii”. Budeme uvaZovat
dva hody. Vysledku prvniho p¥ifadime nahodnou veli¢inu X7 a druhému X5. Nahodnou veli¢inu Y
definujeme Y = max(X;, X2), tedy jako v&tsi z obou padlych &isel. &

Ndhodna veli¢ina Y miZe tedy nabyvat hodnot 1, 2, 3, 4, 5, 6. Pravdépodobnosti jednotlivych hodnot
uréime podle klasické definice. V8ech moznych dvojic hodnot obou hodi je 36. P¥iznivé moznosti uréime
tak, Ze vysledky hod( uspofadame do matice a v ni uréime maxima

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

— max —

SOl W N
OB WNDN
SOl W WwWw
(o) NG e
S 1 o1 o1 o1 Ol
(o)) Ie) Be) INe) BNe)]

Odtud Ize uré&it tabulku pravdépodobnosti, tj. pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny Y

z |1 2 3 4 5 6
f(z) | 1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36

Uvedeny priklad pro diskrétni nahodné veliciny ukazuje podstatu véci. Dédle se obratime
k slozitéjsimu a ne tak pruhlednému pripadu spojitych nahodnych velic¢in.

Tvrzeni 9.2 (Transformace hustoty pravdépodobnosti pro skaldrni funkci)

Uvazujeme nédhodny vektor X = (X7, Xs, ..., X,,)’ se sdruzenou hustotou pravdépodobnosti
fx(z1, 29, ..., 2,) askaldrni funkci tohoto ndhodného vektoru Y = h(X). Distribuéni funkci
Fy (y) ndhodné veliciny Y uréime takto

Fy(y)=P(Y <y) = // / fx (1,29, .., x,)dr1des . . . doy,. (51)

hz1,x2,...;2n) <y

Integrace se provadi ptfes vSechna z, pro ktera plati, ze kdyz je dosadime do transformacni
funkce h, dostaneme ¢islo mensi nez y, pro které pocitame distribucni funkci.

Hustotu pravdépodobnosti fy (y) ziskdme derivaci distribuéni funkce podle y.
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Ovéreni: Plyne primo z definice distribucni funkce a hustoty pravdépodobnosti.

PRIKLAD: UvaZujme hustotu pravdépodobnosti f(z1,z2) dvourozmé&rné ndhodné veliciny
X =(X1,X2) a jeji funkci Y = X; + Xy. Urlete distribueni funkci a hustotu pravdépodobnosti
ndhodné veli¢iny Y. O

Oblast integrace podle (51) je ddna nerovnici z1 + 22 < y, kde x1 a x2 jsou prom&nné a y je konstanta.
Jednd se tedy o polorovinu v roviné x1, 9, leZici pod pfimkou se smérnicovou rovnici zo = —x1 + y.
Odtud plyne

Fy(y) = /OO {/y_“ [x (21, 22)dwy | dra.

—0o0 —00

Hustotu pravdépodobnosti ziskdme derivaci podle y

i =[xy ao)ds

Uvazujme nyni jesté obdobu transformace hustoty pravdépodobnosti podle Tvrzeni 9.1, a to
pro n-rozmérnou funkci n ndhodnych veli¢in.

Tvrzeni 9.3 (Transformace hustoty pravdépodobnosti pro n funkci n proménnych)

Uvazujeme nahodny vektor X = (X3, Xs,...,X,)" se sdruzenou hustotou pravdépodob-

nosti fx(z1,xe,...,2,) a n-rozmérnou, vzajemné jednozna¢nou vektorovou funkci tohoto
ndhodného vektoru Y = h(X) = [h(X), ha(X),..., h,(X)]. Hustotu pravdépodobnosti
fy (W) = fy(y1,y2, - - ., Yn) n-rozmérné ndhodné veliciny Y uréime takto

fr(y) = fx(hi'(y). by (), ()], (52)
kde h;', i =1,2,...,n znaci funkce inverzni k funkcim h; a |.J| je Jakobidn inverzni trans-

formacni funkce h, tj.

ohy' on! Oy ! 8hy  Ohy dhy
oY1 Oya T Oyn, 1 Ory Oxg "7 Ozn
A nebo — = ... .
Ohy'  Bhy' Ohy! J Ohy  Ohy  Ohy
oy1 0y2 e OYn, ox1 Oz OTn

Ovéreni: Vzorec plyne z (50) a véty o transformaci vicerozmérného integrdlu.

PRIKLAD: UvaZujme dvourozmérné ndhodné vektory X = [X1, Xo] a Y = [Y1, Y], pro které plati
Y1 = X1 + Xy a Y = Xy. Urlete hustotu pravdépodobnosti fy (y) ndhodného vektoru Y. &
Inverzni funkce jsou: 1 = h{*(y) = y1 —y2 a 22 = hy ' (y) = yo.

Jakobian je

ony'  Bh!

J=| om ow || Ly
dhy ' Ohy 0 1
oy1 Oy2

Hustota pravdépodobnosti fy (y) je

Fr(y) = Fx(hi' (), by ' () = Fx(y1 — 2, v2)-
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MarginaIni hustota pravd&podobnosti fy (y1) = [0 g(y)dy2 = [0 fx(y1 — y2, y2)dy2, coZ odpovida
vysledku p¥ikladu k Tvrzeni 9.2l
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10 Pocitani s nahodnymi velicinami a vektory
PRIKLAD 1: Je dana distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X

1
F(x):l—g pro x>1 jindeO.

Uréete stfedni hodnotu, modus a medidn tohoto rozdéleni. &
Hustotu pravdépodobnosti dostaneme derivovanim distribu¢ni funkce
3 .
f(z) = o T 1, jinde 0.

Stfedni hodnota je
© 3 =371 3
E X - 7d = —_— = -,
[ ] /1 x3?4 v [2372]1 2

Modus je argument x, pro ktery nabyvd hustota pravdépodobnosti maxima. ProtoZe derivace
f'(z) = —1227° je f(x) na intervalu (1,00) klesajici. Proto je maximum v levé hranici, a tedy

=1

Median je bod Z, pro ktery plati F'(z) = ffoo f(x) = 0.5 ProtoZe je ddna p¥imo distribuéni funkce, je

11 o,

PRIKLAD 2: Na&hodna velitina X ma hustotu pravdépodobnosti

1= -1 pro x € (0,2)
@)= { 0 jinde
Urcete jeji distribu¢ni funkci, stfedni hodnotu a rozptyl. &

Distribuéni funkci ur&ime podle obecného vztahu F(z) = [*_ f(t)dt. ProtoZe je ale hustota prav-
d&podobnosti po &astech spojitd, musime rovnéZ integrovat po &astech, a to pro intervaly (—oo,0),
(0,1), (1,2) a (2,00).

Na prvnim intervalu z € (—00,0) je f(x) =0, a tedy bude také F(z) = 0.
Na druhém intervalu = € (0,1) je f(z) = x a tedy

"L 0 T 1 T 1
Hm:/ f@ﬁ:/‘f@&+/t&:0+{#]:ﬁ
—0o0 —00 0 2 0 2
Na tfetim intervalu x € (1,2) je f(z) =2 —x

F(x)Z/xoof(t)dt:/ooof(t)dt+/ol f(t)dt+/1x(2—t)dt:0+;+ {Qt_;tzl”:
1

1 1 1
= 42— -2 —24+-=1—-(xz—2)?
2—1—90 5% +2 2(35 )
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Na poslednim intervalu z € (2,00) je opét f(z) = 0. Hodnota F'(x) na konci ptedchoziho intervalu je
F(2) =1 a ta zistane stejna pro cely interval.

Distribu¢ni funkci tedy miZeme zapsat po &astech

0 pro z € (—00,0)
B 0.5z pro x € (0,1)
F(z) 1-05(z—2)2% pro z€(1,2)
1 pro = € (2,00).

POzZNAMKA: Pozor. Nezapomerite, Ze v kazdém intervalu pocitame vidy integrdl od —oo, a tedy
i pres vSechny minulé intervaly (tj. intervaly vlevo). V diskrétnim pripadé hovorime o kumulativnim
souctu. Integrdl je také ”kumulationi”.

Stiredni hodnota:
Podle definice stfedni hodnoty a tvaru hustoty pravdépodobnosti je

oo 1 1 1 2
E[X] :/ xf(z)dx :/ 2d$—i—/ 2 —z)dx = |:31'3:| + [a?2 — 3373} =1,
oo o

coz se dalo ¢ekat (podle grafu hustoty).

Rozptyl:

DIX| = [~ (o~ Bla)*f(a)ds = [~ *f(a)ds ~ E[X)* =

— 00
1,0 12 1,17 1
—/ 3d:r—|—/ 2—:Ed:n—1—{4x4]0+[3$3—4x4}1—1:6

PRIKLAD 3: P¥ zaokrouhlovani na jedno desetinné misto se dopoustime chyby, rovnomérn&
rozdélené na intervalu (—0.05,0.05). Jaka je pravdépodobnost, Ze se souet dvou takto zaokrouhlenych
Cisel bude od hodnoty presné lisit nejvyse o £0.027 &

Chybu, vzniklou zaokrouhlenim prvého &isla oznaéime X7 a druhého Xs. Ob& maji rovnomérné rozdélen{
s hustotou pravd&podobnosti f(x) = 10 pro z € (—0.05,0.05) a 0 jinde. Ob& tyto ndhodné veli¢iny jsou
nezavislé, a tedy sdruZena hustota je

f(z1,22) = f(x1) f(x2) =100, pro [zix9] € (—0.05,0.05) x (—0.05,0.05), jinde O

Chybu souttu ozna&ime Y a je transformaci Y = X1 + Xo, Y € (—0.1,0.1). Jeji distribu&ni funkce
spotteme jako integral z hustoty pravdépodobnosti pfes oblast 1 + 22 <y, tj. 2 < —x1 + ¥y

// f(x1,x9)dx1dae =

z1+22<y
JooREY Y561 100dzadry = —150y% + 10y + 0.5 pro y <0

1= [ B0 o 100dwadzy = —50y> + 10y + 0.5  pro y > 0.
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Distribuéni funkce tedy je

0

50y2 + 10y + 0.5

—50y% + 10y + 0.5
1

F(y) =

pro
pro
pro
pro

y < —-0.1

y € (—0.1,0)
y € (0,0.1)
y>0.1

Pravdépodobnost, Ze soudet dvou zaokrouhlenych &isel se bude od p¥esné hodnoty ligit maximalné o
+0.02 je roven pravd&podobnosti, Ze chyba v sou¢tu (tj. hodnota ndhodné veli¢iny Y') bude v intervalu
(—0.02,0.02) a tu uré¢ime pomoci rozdilu distribu¢ni funkce

F(0.02) — F(—0.02) = —50:0.02% 4 10:0.02 + 0.5 — (—150:0.02% — 10-0.02 + 0.5) = 0.36

POZNAMKA: Pri odvozeni distribucéni funkce si oblast integrace nakreslete a rozdélte ji na

dolni a hornt polovinu. Integraci pres dolni polovinu obdrZite primo distribucni funkci pro y < 0,

integraci pres horni polovinu dostanete P(Y > y) = 1—F(y) a vysledek plati proy > 0. S podminkou

y € (—0.1,0.1) dostaneme vyslednou distribucni funkci tak, jok je zapsdna.
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11 Limitni véty

11.1 Konvergence nahodné posloupnosti
Konvergence podle pravdépodobnosti

Protoze posloupnosti ndhodnych veli¢in jsou nahodné, nelze pro né pouzit béznou definici
konvergence. Proto se zavadi tzv. konvergence podle pravdépodobnosti, kde sledujeme
nikoliv samotnou konvergenci clenu posloupnosti, ale pravdépodobnost této konvergence.

Definice 11.1 (Konvergence podle pravdépodobnosti)

Pro posloupnost ndhodnych velicin {X,,}5°, a konstantu ¢ € R fekneme, ze posloupnost
konverguje k ¢ podle pravdépodobnosti, tj. X, < ¢, jestlize plati

lim P(|X,, —¢|>¢€) =0, nebo lim P(|X, —¢c|<e)=1, Ve (53)

n—00 n—00

Komentar k definici

1. Definice tika, ze jestlize posloupnost konverguje, pak pro dostatecné velkd n je prav-
dépodobnost hodnot X,, vné e-okoli bodu ¢ blizka nule, nebo uvnitt tohoto okoli blizka
jedné. Jeji vyznam je tedy nazorny.

Konvergence v distribuci

Jedna se o dalsi moznou definici konvergence nahodné posloupnosti, tentokrat nikoli ke
konstanté ale k urcité ndhodné veliciné.

Definice 11.2 (Konvergence v distribuci)

Uvazujeme posloupnost ndhodnych velicin {X,}22, s distribuénimi funkcemi F(z,) a
ndhodnou veli¢inu X s distribuéni funkei F'(z). Rekneme, ze posloupnost ndhodnych veli¢in
X, konverguje v distribuci k ndhodné veliciné X, jestlize plati

lim F,(z) = F(x) (54)

n—0o0

ve vSech bodech spojitosti funkce F'(z).

11.2 Cebysevova nerovnost

Pro kazdou ndhodnou veli¢inu plati

D[X]

€2

PIX - EX][<e) 21—

Vyraz | X — E[X]| pfedstavuje vzdalenost realizaci X od své stfedni hodnoty. Vzorec udava
minimalni pravdépodobnost, se kterou budou realizace X lezet v daném e okoli své stfedni
hodnoty.
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11.3 Zakon velkych ¢cisel

Uvazujme ndhodnou posloupnost { X, }2° ;.

a) Pro tuto posloupnost ndhodnych veli¢in s alternativnim rozdélenim s parametrem = plati

X, —m

b) Pro posloupnost spojitych a nekorelovanych ndhodnych veli¢in se sttedni hodnotou p a
koneénym rozptylem o2, podobné plati

X — .

Lze shrnout: Pro empirické charakteristiky pocitané z dostatecného mnozstvi zmérenych
hodnot plati, Ze se blizi k odpovidajicim charakteristikam souboru.

11.4 Centralni limitni véta

Uvazujeme posloupnost vzajemné nezavislych ndhodnych veli¢in se sttedni hodnotou u a
koneénym rozptylem o2. Pak posloupnost

1 n
— X,—nu|, n—oo

konverguje v distribuci k rozdéleni N(0,1) (standardni normdlni rozdéleni).

Lze shrnout: Pro velky vybér z libovolné rozlozené ndhodné veli¢iny (spojité i diskrétni)
maji souctové charakteristiky priblizné normdalni rozdéleni, a to 3> X; se blizi k N(npu, no?)
a . X;/n mé priblizné rozdéleni N(u,0?/n).

POzZNAMKA: Tato véta md veliky prakticky vjznam pro statistiku. Rikd, Ze dostatecné velky
pocet nameérenych hodnot zaruci, Ze dalsi zpracovdni je mozno provddeét za predpokladu normality.
S jinym, neZ normdlnim rozdélenim, se totiz pracuje velmi tézko, nebo vijpocty vibec nelze provést.

PRIKLAD 1: Spojité rozdéleni

Kolikrdt je tfeba zmé¥Fit danou veli¢inu, jejiz pfesnd hodnota je u, abychom mohli s pravdépodobnosti
0.96 tvrdit, Ze absolutni hodnota priméru méfeni se od spravné hodnoty p lisi o méné nez 2, je-li
smérodatna odchylka méfeni rovna 4.

RESENT:

a) pomoci Cebysevovy nerovnosti: Priim& X ma stfedni hodnotu u a rozptyl %2 Cebyzevova

nerovnost pro tento primér je
2

— o
P(X —pul>e) < —.
CEYEPESE

Pravd&podobnost 0.96, kterd je zadan4, je tém&F stejna, jako pravdépodobnost na levé stran& Cebysevovy

nerovnosti, ale znaménko nerovnosti je obracené. Musime tedy vyjit z doplitku. Je

PIX —p|>€e) =1—-P(|X —pul <e)=1-0.96 = 0.04.
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Porovndnim pravé strany Ceby3evovy nerovnosti s pfedchozim vysledkem dostaneme rovnici pro n

2
o
— =0.04
ne?

a po dosazeni

42

— =0.04 = n=100.

n-22
Pro pozadovanou maximalni chybu priim&ru m&feni od skutetné hodnoty je podle CebyZevovy nerovnosti
tfeba provést nejméné 100 mé&feni.

b) pomoci centrdlni limitni véty: PYedpokldddme-li, Ze provedenych méfeni bude potteba
hodn& (jak tomu nazna&uje vypocet podle Ceby3evovy nerovnosti), miZzeme predpokladat, Ze bez ohledu
na typ rozdéleni samotnych méteni bude jejich priimér rozdélen normalné. Podle zaddni dlohy ma platit

P(IX —pl<2)=P(X € (u—2;u+2)) =0.96.
Pro pravdépodobnost nap¥. vpravo od tohoto intervalu tedy plati
P(X > 42) = (1—-0.96)/2 = 0.02.
Po normovani argumentu pravdépodobnosti podle vzorce

X

e

o

7 =

dostaneme 5
j2) (Z > Mﬁ) =0.02,
g

a tedy
2
—V 1N = 20.02,
o
kde zp.02 = 2.05 je kritickd hodnota normélniho rozdéleni pro pravdépodobnost 0.02.
Po dosazeni za ¢ = 4 dostaneme
n=17.

Podle centralni limitni v&ty stali pro poZzadovanou pFesnost 17 méreni.

Kontrola: pro platnost limitnich vét poZadujeme "velky polet méFeni”. BéZné uvadéna hodnota je 30
méfeni. Na3s vysledek je 17 méFeni, musime si byt proto v&€domi, Ze chyba vypoétu miZe byt ponékud
VEtSi.

Vidime, Ze CebySevova nerovnost "si dava znagnou rezervu”. Platime zde dafi za to, Ze je velmi obecna
— neopird se o konkrétni rozdélenf, ale plati pro libovolnou ndhodnou veliéinu.

PRIKLAD 2: Diskrétni rozdéleni

Urna obsahuje 10 mi¢ki s &isly 0, 1, ..., 9. Postupn& losujeme n mi¢kl tak, Ze vybrany micek opét
vratime zpét. Kolik mi¢kl je tfeba vytahnout, aby relativni Cetnost vytaZeni mi¢ku s &islem 6 lezela s
pravd&podobnosti 0.95 v intervalu (0.09;0.11)7

RESENT{:

Princip YeSeni je obdobny jako v ptedchozim p¥ikladé, jen rozdéleni je jiné.
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C A : . VIV . +
a) pomoci CebySevovy nerovnosti: Relativni Eetnost vytaZeni mi¢ku je rovna podilu p = %~ (n*
w(1l—m)

je potet mitkil s &islem 6 vytaZenych v n pokusech). Tento podil ma stfedni hodnotu 7 a rozptyl ===,
kde m = 0.1 (deset mi¢kd, kazdy ma stejnou pravdépodobnost). CebySevova nerovnost ma pro tento
pFipad tvar (rozptyl binomického rozdéleni je (1 — 7))

7r(1—7r)‘

P(lp—m|>e¢€) <
(p-n2e) <7

ProtoZe pozadujeme, aby bylo p € (0.09;0.11), tj |[p — 7| < 0.01, je € = 0.01. Levd strana Cebysevovy
nerovnosti je doplitkem k zadané pravdépodobnosti 0.95, a tedy plati

(1l — ) 0.1:0.9

—1-095, — 2 _005 = n=18000.
2 " 10.012 "

ne

b) pomoci centrdlni limitni v&ty: Je P(|p — 7| < 0.01) = 0.95 pravé tehdy, kdyZ je P(p >
7+ 0.01) = 0.025. Argument pravdépodobnosti normujeme podle vzorce

-
Z= "
a dostaneme
P (Z > 0.0lﬂ(\{ﬁ_ﬂ)) = 0.025.
Odtud
0.0lﬁ(l\/ﬁ_ ) = 20.025,

kde zp.025 = 1.96 je kritickd hodnota normdlniho rozdé&leni pro pravdépodobnost 0.025. Po dosazeni

dostaneme
1.964/.1(1 — .1
o BV =) o

001 = n = 3457.
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12

Rezerva

12.1 Kvantily a kritické hodnoty

Je ddna normovand normélni ndhodnda velicina X. Jestlize vite, ze P(X > 1.645) = 0.05
urcete:

1.

® N gt W N

P(X <1645) =7  [?=0.95]
P(X > —1.645) =?  [?=0.95]
P(X < —1.645) =?  [?=0.05]
P(X <?)=0.05  [?=-1.645]
P(X >?)=—0.05 [nesmys]]
P(X <?)=095  [?=1.645]
P(|X| < 1.645) =?  [7=0.9]
(

P(|X| > 1.645) =7 [?=0.1]

Je dana normalni ndhodné veli¢ina se stfedni hodnotou 8 a rozptylem 16. Urcete

1.

2.

P(X>10) |=P(Z>12)=P(Z>05) =03l

P(X>5) [=P(Z>8)=P(Z>-3/4)=1-P(Z>3/4)=0.77|

12.2 Priklady k rozdélenim NV

1.

V dodavce 1000 vyrobku je 50 vadnych.

a) Jaké je pravdépodobnost, ze ve vybéru 80 vyrobku bude 5 vadnych?

b) Jaky bude prumérny pocet vadnych vyrobku v opakovaném vybéru 80 ks?

¢) Provedeme 100 vybéru po 80 kusech. Jaky je oéekdvany pocet vybéru s péti vadnymi
vyrobky?

RESENI:

a) Uplné presné: P = C5(50)C75(950)/Cs0(1000) - nejde pocitat. Aproximace bi-
nomickym rozdélenim s n = 80 a m = 50/1000 = 0.05. Hledana pravdépodobnost
je P(5) = (¥)0.05°0.957 = 0.1603.

Dalsi aproximace Poissonovym rozdélenim (n velké, m malé) s A = nm = 4. Bude
f(5) = e™*4 = 0.1563.

b) Bude to stredni (o¢ekdvand) hodnota E[K] =nm = X = 4.

c) Podle statistické definice je pravdépodobnost rovna poctu tspésnych pokusu

délenému celkovym poctem pokusu, tedy P(5) = NTJF = 0.16 = % = NT =16
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2. Pravdépodobnost vyroby vadného vyrobku je 0.01%. Novy pracovnik vyrobil 5000
vyrobku a z nich byly 3 vadné. Je tento pocet normélni, nebo lze predpokladat, ze je
zpusoben nezkusenosti pracovnika?

RESENI:

Néhodnd veli¢ina ”"pocet vadnych vyrobku v sérii 5000” mé Poissonovo rozdéleni (n
velké, m malé) s A = 5000-0.0001 = 0.5. Potom pravdépodobnost, ze za béznych
okolnosti (tj. s béznou pravdépodobnosti vyrobeni vadného vyrobku = = 0.01) je prav-
dépodobnost tif a vice vadnych vyrobku rovna P(K > 3) =1— P(0) — P(1) — P(2) =
1—e0%(140.5+25) = 0.014. Tj. pravdépodobnost, 7e za normalnich okolnost{ budou
v sérii 5000 vyrobku 3 nebo vice vadnych je 0.014; jinak feceno, jen 1.4% pracovniku
by mélo tolik vadnych vyrobku. To ukazuje na nezkusenost nového pracovnika.

3. Meérici pristroj je zatizen jednak systematickou chybou 0.5, jednak nahodnou chybou
se smérodatnou odchylkou 0.3.

a) S jakou pravdépodobnosti bude zmétena hodnota s odchylkou v intervalu (0.4; 0.6)?
b) V jakych mezich 1ze o¢ekavat odchylky od spréavné hodnoty s pravdépodobnosti 0.957

RESENI:
a) Normalni rozdéleni. Predpokladdme, zZe mame k dispozici pouze tabulky pravdépo-
dobnosti, kde jsou uvedeny jen pravdépodobnosti normovaného rozdéleni. Budeme
proto normovat. (Pozn.: napt v Excelu lze fesit bez normovéni.)
X —u 0.4—-0.5 0.6 —-0.5
7 = = = —F =-0.33 = —— =10.33.
v “T 03 ST T3
Pozadovana pravdépodobnost je P(X € (0.4; 0.6)) = P(Z € (—0.33; 0.33)) = 1 —
2P(Z < —0.33) =1 —2:0.37 = 0.26.
b) Je-li pravdépodobnost intervalu 0.95, je pravdépodobnost vpravo i vlevo pravdépo-
dobnost 0.025. Hleddme kritickou hodnotu zg 25 (kvantil {gg25), tj hodnotu, pro kterou
plati

P(Z > 20.025) = 0025, nebo P(Z < <0‘025) = 0.025

Z tabulek: 29025 = 1.96 nebo (p25 = —1.96. Po odnormovani (pfechodu k puvodni
nahodné veli¢iné X') dostaneme

X=p+ozZ = x4=05-19603=-0.088, z4=0.5+1.96-0.3=1.088.

Chyba bude s pravdépodobnosti 0.95 lezet v intervalu (-0.088; 1.088).

Pozndmka: Tento druh vypoctu je velmi dulezity. Bude zakladem pro fadu tuloh ve
statistice (intervaly spolehlivosti, testy hypotéz).

4. Prumérna doba c¢ekani na zékaznika je 50 s. Doba c¢ekani se 7idi exponencialnim
rozdélenim. Jaka je pravdépodobnost, ze zakaznik bude obslouzen v dobé kratsi nez
30 s?
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RESENI:
Prumeérna doba cekani je stfedni hodnota, tedy o = 50.

30 L
P(X < 30) = /0 F(€)de = F(30) = 1 — e~ %% = 0.45.

12.3 Prepocet sdruzené hp na marginalni a podminénou

Na dvou prikladech ukazeme pro diskrétni a spojité (normélni) rozdéleni zékladni prepocet
hustot pravdépodobnosti (hp): "margindlni” krat ”podminénd” rovnd se ”sdruzend” a
obraceny rozklad na ”podminénou” a ”margindlni”. Tento postup odpovida jednomu
pouziti Bayesova vzorce a je zdkladem pro odhadovani parametri matematickych modelu.
Oznacime-li # parametr modelu a y sledovanou ndhodnou veli¢inu (data), lze zminény
prepocet zapsat takto

fO)f(l0) = f(y,0) = f(Oly)f(y).

V interpretaci teorie rozhodovani maji jednotlivé hp nasledujici vyznam:

1. f(@) je apriorni hp, kterd popisuje parametr bez znalosti dat y. Konstruuje se na
zakladé znalosti procesu, nez zacneme mérit data.

2. f(y|0) je model. Davéa pravdépodobnostni popis vystupu y, jestlize zndme parametr
modelu 6.

3. f(0ly) je aposteriorni hp. Davé popis parametru, do kterého je jiz zahrnuta informace
ze zmétreného y.

4. f(y) je predikce. Urcuje pravdépodobnosti ruznych hodnot y a to v pfipadé, ze nezndme
hodnotu parametru 6.

PRIKLAD 1: Nejprve budeme uvaZovat diskrétni p¥ipad, tj. situaci, kdy sledovanad ndhodna veli¢ina
y miZe nabyvat jen konetného (spoletného) pottu hodnot; v nasem p¥ipadé dvé. Budeme sledovat T
k¥izovatku, do které vji#di auta a odbo&uji bud doleva nebo doprava. Ndhodnou veli¢inu y ztotoZnime
se zplsobem odbodeni - doleva: y = 0, doprava: y = 1.

Model m3 popisovat situaci, vyjadfenou slovn& takto: pravd&podobnost, Ze y = 1 je 6 a y = 0 je
doplnék 1 — 6. Tento model je moZno zapsat nasledujicim zplsobem

f(ylo) = 96(%1)(1 _ 0)(5(y,0)’

kde d(y,7) je Kroneckerova funkcee, tj. 6(y,i) = 1 pro y = 4, jinak je nula. (Tento model ma tvar
alternativniho rozdé&leni, protoze 6(y,0) =1—y a d(y,1) = y.)

Apriorni hp f(0) volime zdmé&rn& v takovém tvaru, aby po vynasobeni hp modelu jeji tvar zistal
zachovén (tzv. reprodukujici se tvar). Bude tedy

f(0) oc 0™ (1 —0)",
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a normujeme tak, aby integral p¥es 6 od nuly do jedné byl jedna
1
a/ 0" (1 —0)"dd =aB(ni+1,ng+1)=1 = a=1/B(ni+1,n0 + 1),
0

kde
F(nl + 1)F(n0 + 1) no! nq!
B(ni+1,ng+1) = = ,
(m 0 ) I'(np +mn1+2) (no +mn1 +1)!

kde posledni vyraz plati pro ni,ng celé.
Sdruzend hp bude

1

B _ 8w, ) (1 _ 9\6(w,0)
F,0) = FWIO)F(0) = 67 (1 = 0) e o

6 (1 — )" =

- 1 gritow ) (1 — g)ro+i(y.0)

B(ni+1,n9+1)

Margindlni hp pro y dostaneme integrovanim pres 6

1

1
10 = || g a oo -

B(ni+6(y,1) +1,n0+6(y,0) +1)  ny+1

B(ni+1,n0 + 1) no +mn1 +2

Aposteriorni hp pro 6 dostaneme déleni sdruzené a marginalni (podle definice)

[y, 0) _

fO0ly) = )

_no+ny+2 1
 ny+1 B(ni+1,n0+1)

9n1+5(y,1)(1 _ 9)n0+6(y,0) _

_ ng +nq1 + 2 (’I’LO +n1+ 1)!0n1+6(y,1)

(1— 9)n0+5(y70)
ny + 1 ng! nq!

- ((n+1)'n1)'9 FHED (L — gyt
Y . —y:

ProtoZe mé&feni dat y se miZze v Case t = 1,2, ... opakovat, je vyhodné zavést statistiky
Nigy = Nig1+0(y,1)
Nog = Nog—1+9(y,0)

s pocatecnimi hodnotami Ni.g =n1 — 1 a No,g = ng — 1.

Potom prepocet aposteriorni hp v €ase t = ¢t + 1 bude

1
B(Nit, Noy)

1
B(Nit+1, Not+1)

9N1;t—1(1 _ Q)No;z—l = 9N1;t+1_1(1 _ H)No;t+1_1
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Odhad parametru 8 v Case t je

4, — Ni 1
, =
Not+1+ N1

a ziskdme jej jako stfedni hodnotu z aposteriorni hp (za tkol).

PRIKLAD 2: Provedeme podobny prepotet jako v minulém p¥ipad¥, ale pro spojité (normalni)
rozdéleni.
Model bude popisovat situaci, kdy sledovana veli¢ina y ma mit stale stejnou hodnotu 6 a jeji mé¥eni se

li$i jen o ur&itou poruchu (3um). Poruchu ozna&ime e a jeji rozdéleni pfedpokldddme ve tvaru normované
normalni hp

1 1 2}
e) = expy ——e"p.
fe) = = e {3
Transformaci y = 6 + e ziskdme hp modelu

F(ylo) = \é—wexp{—;(y - 9)2} :

VEimnéme si, Ze se jednd o podminénou hp. Model Ize pouZit pro vyjadfeni hodnoty y jen za podminky,
Ze zndme hodnotu parametru 6.

Apriorni hp pro 6 vyjadfime také jako normdlni, se stfedni hodnotou 6y - pfedb&zné nejpravdépodob-
n&jsi hodnota parametru, a opét (pro jednoduchost) s jednotkovym rozptylem

116) = = {50 - 00"}

SdruZend hp bude

f(y79)=J%eXp{—;(y—H)Q}\/%exp{—;(e_eoy}:

— e {3 [w-02+ @ - 60)]}

Podminénou v 0 a margindlni v y dostaneme doplnénim vyrazu v hranaté zdvorce exponentu na
Etverec v proménné 0 takto

(y —0)2 4 (0 — 60)2 = y® — 2y + 6% + 6% — 2000 + 02 = 20 — 20(y + 6y) + 3> + 62 =

+46 + 600\ 2 + 00\ 2
g (58 (58] s
_2<0_y+90)2+ 2+92_M%+93_1<9_y+%)2+1( g2
B 2 ¥y % 2 ~ 05 2 g W Y0

Vyraz dosadime zpét so sdruzené hp a pfevedeme na soulin exponencidl. Dostaneme tak soudin
podminéné a margindlni hp

1 1 <H_y+90)2 1 {_ 1 (—9)2}
V205 P17 2% 05 2 Vor2 TP T Ty

fOly) fy) =

Z vysledku vidime:

72



1. U aposteriorni hp se

e zmensi rozptyl - lepsi odhad,

e prepolte odhad - vezme se v livahu informace z namé¥eného y.

2. Marginalni hp ptedstavuje predikci - model y, kdyZ nezndme hodnotu parametru 6. Pfedpokladame
jen jeho vychozi popis pomoci apriorni hp (tj. nékde kolem ). Vzhledem k této neurtitosti je i
rozptyl vyssi.
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