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1 Nahodny vybeér

Hlavnim t1kolem statistiky je rozbor dat, ktera vykazuji ndhodné kolisdni. Jednd se
vétsinou o data meéfend na urcitém procesu za ucelem (lepsiho) poznani tohoto procesu.
Naptiklad: mé&fime hustoty a intenzity dopravniho proudu na nékolika mistech uréité dopravni oblasti,
abychom byli schopni (Iépe) ¥idit dopravu v této oblasti.

1.1 Pojem nahodného vybéru (Skripta str. 68)

Zkoumany proces chdpeme jako ndhodnou veli¢inu s ur¢itym, ndm nezndmym (nebo ne
Uplné zndmym), rozdélenim a mérend data jako realizace této ndhodné veliciny. Pro jednodu-
chost a lepsi predstavu se pti vykladu omezime na nejbéznéjsi druh procesu, ktery nazveme
zakladnim statistickym pokusem a ktery spociva v dotazu vybrané jednotky z dané mnoziny
jednotek na urcitou véc. Mnozinu vsech odpovédi nazveme soubor a podmnozinu ziskanych
odpovédi nazveme vybeér.

Nap¥iklad:  Sledovani spotfeby automobild ur&itého typu, vyrobené v daném roce a p¥i najeti 5000
km. Souborem jsou spotfeby automobilii vyrobenych v daném roce. Vybé&rem jsou spot¥eby sledovanych
automobild. Dotaz je symbolicky ndzev pro zmé¥eni spotfeby automobilu. Jednotka je automobil, vy-
robeny v daném roce (prvek souboru). MnoZina spotfeb viech automobili z daného roku je soubor a
podmnoZina spotfeb sledovanych automobili) je vyber.

Abychom ziskali objektivni informace o zkoumaném procesu, je tieba, aby vybér dotazo-
vanych jednotek byl nezavisly.

Naptiklad:  Zjistujeme-li prim&rné sta¥i automobilii, je nesmysiné omezit se na autobazary.

Jestlize vybeér, tj. sérii dotazu, opakujeme, dostaneme jiné odpovédi. Je tim, ze dotazy
pii dalsim vybéru zahrnou jiné jednotky. Abstraktné lze definovat ndahodny vybér jako
usporadanou mnozinu (vektor) ndhodnych veli¢in, jejiz realizaci dostaneme jednu konkrétni
realizaci vybéru — ciselny vektor.

Definice 1.1 (Ndhodny vybér)

Néhodny vybér X = [X], As,...,A,] je vektor nezdvislych a stejné rozdélenych
nahodnych veli¢in. Cislo n se nazyva rozsah vybéru. Vektor realizaci ndhodnych veli¢in
T =[xy, X9, ..., T, nazveme realizaci nahodného vybéru.

Jedna z typickych 1loh statistiky je odhad stfedni hodnoty souboru, pricemz
predpokladame, ze typ rozdéleni souboru je znamy. Odhadujeme jeden z jeho parametru
— stfedni hodnotu. O té vypovidaji vSechna data ndhodného vybéru. Je proto uzitecné znat
rozdéleni celého nahodného vybéru.

Tvrzeni 1.1 (Distribuéni funkce ndhodného vybéru)

X = [, s, ..., &,] je ndhodny vybér a F(x;), i = 1,2,...,n je distribu¢ni funkce, uréujict
rozdéleni jeho slozek. Pak distribu¢ni funkce ndhodného vybéru H(x) je rovna sou¢inu dis-
tribucnich funkci jeho slozek

H(x)=H(z1,29,...,20,) = F(21)F(23) ... F(x,).



Overeni: Plyne primo ze skutecnosti, Ze slozky ndhodného vybéru jsou nezdvislé a distribucni
funkce nezavislych nahodnych velicin je rovna soucinu jejich distribucnich funkci.

1.2 Charakteristiky vybéru (Skripta str. 69)

Realizace ndhodného vybéru je datovy soubor. Ten lze popsat pomoci charakteristik
popisné statistiky. Témito charakteristikami lze popsat i ndhodny vybér, s jednou dulezitou
odlisnosti. Charakteristiky datového souboru jsou konstanty (napf. pro stiedni hodnotu
plati: sectu-li dand ¢isla odpfedu nebo odzadu, dostanu vzdy totéz). Charakteristiky
nahodného vybéru jsou nahodné veliciny. Nahodnost zde vznika vzhledem k opakovanym
vybérum. Provedeme-li prvni vybér a spoc¢teme charakteristiku (napf. prumér) této real-
izace, dostaneme ¢islo. Dalsi vybér poskytne novou realizaci a protoze je ndhodny, budou v
ni jind ¢isla. Proto i charakteristika (prumeér) bude mit jinou hodnotu. Tedy: kazdy vybér da
jinou realizaci a jinou hodnotu charakteristiky — realizaci charakteristiky nahodného vybéru,
ktera je nahodnou veli¢inou.

Ruzné charakteristiky ndhodného vybéru budou dale velmi dulezité. Kazda zkoumand
vlastnost bude mit svou charakteristiku, které budeme tikat statistika. Protoze statistika je
ndhodnd, mé své rozdéleni (hustotu pravdépodobnosti statistiky). Ta je zdkladnim néstrojem
pro veskerd odvozeni klasické statistiky.

Nejprve se podrobnéji podivame na nejznameé;jsi charakteristiku vybérovy prumér, v pristi
kapitole si pak uvedeme dalsi zakladni charakteristiky a jejich vlastnosti.

1.3 Vybérovy prumeér (Skripta str. 70)

Definice 1.2 (Vybérovy prumeér)
Pro vybér X = [}, Ay, ..., A,] ze spojité ndhodné veliciny X se stfedni hodnotou p a
rozptylem o? je vybérovy primér definovan vztahem

i;@. (1)

Komentar k definici

1. Vsimnéme si, ze ve vzorci pro vybérovy prumér figuruji velkd pismena. Neni to tedy
prumér z ¢isel, ale formalné zapsany prumér z ndhodnych veli¢in.

1.4 Charakteristiky vybérového prameéru (Skripta str. 70)

Pro vybérovy prumér, jako ndhodnou veli¢inu, uvedeme jeho stfedni hodnotu a rozptyl. Jsou
to vlastné charakteristiky definované na charakteristice vybérovy prumeér. Tyto charakter-
istiky se pocitaji pro vSechny mozné hodnoty vybérového prumeéru. Zavisi proto na vsech
realizacich souboru. Jsou to tedy jiz konstanty (dukladné rozmyslet).

PRIKLAD: UvaZujme soubor s hodnotami {1,2,3} a vyb&r z tohoto souboru o rozsahu n = 2.
Vsechny mozné vybéry jsou uvedeny jako sloupce nasledujici tabulky



mozné 1 1 1 2 2 2 3 3 3
vybéry 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 15 2 15 2 25 2 25 3

vyb. priméry ‘

Jestlize zprimérujeme vSechny vyb&rové priiméry, dostaneme st¥edni hodnotu vybérového priméru. Zde
je to 2.

Stfedni hodnota vybérového priméru X je rovna stfedni hodnoté souboru E[X] = u

E[M:E[jéxi]:iéEmziéuzinu:u. @)

Rozptyl vybérového priméru X je roven rozptylu souboru D[X] = 02, délenému rozsa-
hem vybéru n

iD[)@-] LI ‘;2 (3)

1
2 n2

S =
x n

nezavislost

1.5 Rozdéleni vybérového primeéru (Skripta str. 66,70)

Pro vybér z ndhodné veli¢iny s normalnim rozdélenim N (u,0?), nebo pro dostatecné velky
vybér (viz Centralni limitni véta) plati
¥ ~ N(B[X], D[¥)) = N(u,0%/n)

tj, vybérovy prumér méa normalni rozdéleni se stiedni hodnotou p a rozptylem o?/n.

1.6 Vybérovy rozptyl (Skripta str. 71)

Definice 1.3 (Vybérovy rozptyl)

Pro vybér X = [Xi, Xy,...,X,] ze spojité ndhodné veliciny X se stfedni hodnotou u a
rozptylem o? je vybérovy rozptyl definovan vztahem

1 n

> (Xi = X)% (4)

=1

§2 =

n—1

1.7 V)'fbérovy pOdﬂ (Skripta str. 72)

Definice 1.4 (Vybérovy podil)
Pro vybér X = [X3, X5, ..., X,,] z alternativni ndhodné velic¢iny X se souborovym podilem
7 je vybérovy podil definovan vztahem

p="" (5)

n
kde n't je pocet priznivych pokusu ve vybéru a n je rozsah vybéru.



2 Vybérové charakteristiky

Vybérovy prumeér je nejznaméjsi, ale zdaleka ne jedinou charakteristikou vybéru. Nyni
uvedeme ty charakteristiky, které budeme déle nejcastéji pouzivat. Mohou se tykat jednoho
nebo dvou vybeéru.

JEDEN NAHODNY VYBER

Uvazujeme vybér z jednoho rozdéleni, napf. zjistujeme staif ndhodné vybranych automobili.
Budeme sledovat tii zéakladni charakteristiky nahodného vybéru: vybérovy primeér, rozptyl
a podil. Protoze je vybér ndhodny, jsou i tyto charakteristiky ndhodné a kazdéd z nich ma
své rozdéleni.

2.1 Vybérovy prumeér pri znamém rozptylu souboru (Skripta str. 70)

Normovany vybérovy prumér z normélniho rozdéleni N(u;o0?), nebo dostatecné velky
vybér z libovolného rozdéleni se stiedni hodnotou p a rozptylem o? je

Z =2t /n ~N(0,1) (6)

a mé normované normalni rozdéleni N(0;1).

2.2 Vybérovy prumér pri neznamém rozptylu souboru (Skripta str.
72)

V pripadé neznamého rozptylu souboru, ze kterého je vybér pofizen, se neznamy rozptyl
odhadne pomoci vybérového rozptylu (4).

Normovany vybérovy pramér je definovan

t= 5t ~ Stin—1) (7)

a ma Studentovo rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.

2.3 Vybérovy rozptyl (Skripta str. 71)

Normovany vybérovy rozptyl je definovan vztahem

=00 ohig(n — 1) (8)

o2

a méa rozdéleni rozdéleni x? s n — 1 stupni volnosti.



2.4 Vybérovy podil (Skripta str. 72)

Normovany vybérovy podil je

Z= v~ NO:) ©)

a ma priblizné normalni normované rozdéleni N(0;1). To plati pro np > 5 a zdroven
n(l—p) > 5.

DVA NAHODNE VYBERY

Uvazujeme dva vybéry, tj. dvé ndhodné veli¢iny, které chceme zkoumat. Naptiklad mérime
nahusténi prednich pneumatik u ndhodné vybranych automobilu. Tlak v levé pneumatice je
realizaci prvni ndhodné veli¢iny, tlak v pravé je realizaci druhé nahodné veli¢iny. Charakter-
istikami budou opét prumeér, rozptyl a podil a vztahuji se na rozdil obou nahodnych veli¢in.
Predpokladame, Ze rozptyl rozdéleni neni znam a je nahrazen vybérovym rozptylem.

Znacime: x1, Ty vybéry, ni,ny rozsahy vybeéru, ui,us stiedni hodnoty vybéra a o?, o3

rozptyly vybéru.
2.5 Dva vybérové prumeéry 74

Normovany rozdil dvou vybérovych priméra pri shodnych rozptylech

— _ 2 _ 2
t = X1—Xo—(pu1—p2) ~ St(n . 1) ’ 5«123 _ (77/1 1)81 + (n2 1>SQ ) (10)

Sp/1/n1+1/n2 ny+ne —2

a ma Studentovo rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.

Normovany rozdil dvou vybérovych priméra pri riznych rozptylech

=Kol gyn 1) (11)

\/S%/TL1+S§/TL2

a ma Studentovo rozdéleni s d stupni volnosti, kde

5— (k1 + ko) k_S% k_Sg
- k2 k2 1— 2 —
14 2 ny N9

ni—1 ng—1

Normovany rozdil dvou vybérovych priuméra pri parovych vybérech

t =Pl iy~ Stn - 1) |, (12)




kde D = X, — X5, D je vybérovy priumér a Sp vybérovy rozptyl ndhodného vektoru D.

1
n—1

ZDi; 5123 = Z(Dz —ﬁ)Q
' i=1

Tato charakteristika ma Studentovo rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.

PRIKLAD: Sledujeme nahusténi prednich pneumatik u osobnich automobilii. U kazdého auta
zmé&fime tlak v levé pneumatice (prvek vyb&ru 1) a v pravé pneumatice (prvek vybé&ru 2). Tedy, pro
kazdy objekt (automobil) m&fime dvé& vlastnosti (pravou a levou pneumatiku). Tak dostaneme parové
vybéry.

POZNAMKA:  Pdrovy rozdil vgbérovijch priméri dostaneme tak, Ze odecteme polozky jed-
notlivyjch vybérd, tak dostaneme viybér D a z ného sestavime obycejny normovany viybérovy prumér

(%)
2.6 Dva vybérové rozptyly

Normovany podil dvou vybérovych rozptyla

F=% ~F(n—1ns—1). (13)

B

Tato charakteristika ma F' rozdéleni s n; — 1 stupni volnosti pro Citatele a ny — 1 stupni
volnosti pro jmenovatele.

2.7 Dva vybérové podily

Normovany rozdil dvou vybérovych podilia p; a p; pro dvé alternativni rozdéleni s
podily m; a w5 je

_ _ pi—p2—(mi-—m) ~ .
Z = \/”1(1_“1)+"2(1_”2) N<O’ 1> <14>
ny no

a ma priblizné normélni rozdéleni N(0;1).




3 Bodové odhady a jejich vlastnosti

3.1 Statistika (Skripta str. 77)

Vybér pofizujeme proto, abychom se (vice) dovédéli o souboru, ze kterého jsme vybér poridili.
Zde se soustredime na situaci, kdy zname rozdéleni souboru az na jeden nebo vice parametru.
Napt. vime, Ze rozdéleni souboru je normélni, ale nezname jeho stfedni hodnotu, ptipadné
i rozptyl. Z vybéru se snazime hodnoty téchto neznamych parametru odhadnout. Predpis,
pomoci kterého z vybéru vypocteme hodnotu nezndmého parametru se nazyva statistika. V
souladu s tim je i nasledujici definice.

Definice 3.1 (Statistika)
Statistika 7' = T'(X) je funkce vybéru X.

Komentar k definici

1. Statistika urcena pro odhadovani se nazyva odhadova statistika, pro testovani testova
statistika.

2. Definice nefikd nic o tom, jak statistiku volit vzhledem k jejimu cilovému vyuziti
(odhad, test). Jeji vhodnost ¢i nevhodnost budeme zkoumat pozdéji.

3.2 Bodovy odhad parametru rozdéleni (Skripta str. 77)

Definice 3.2 (Bodovy odhad)

Sledujeme rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti f(z;60) s nezndmym parametrem 6.
Provedli jsme realizaci ndhodného vybéru & = (xy,z9,...,x,) z tohoto rozdéleni a defi-
novali statistiku 7'(X"). Bodovy odhad 0 parametru € pro realizaci ndhodného vybéru x je
hodnota statistiky T' s dosazenou realizaci nahodného vybéru x

0 =T(x) (15)

Komentar k definici

1. Pro kazdou novou realizaci vybéru obdrzime jiny bodovy odhad. Odtud je zfejmé, ze
bodovy odhad nemuze dat uplné presnou hodnotu parametru.

2. Vlastni volbu statistiky jsme zatim nechali stranou. Lze pro ni pouzit metodu mo-
menti nebo maximalni vérohodnosti, o které se zminime. Statistiku je také mozno
volit heuristicky, potom je vSak tieba ovérit jeji vlastnosti.

PRIKLAD: Odhadujeme parametr sttedni hodnotu . Provedli jsme vybér
x ={z1,x2,..., 25} = {3,5,2,4,5}.

ProtoZe vime, Ze stfedni hodnotu si Ize pFiblizné predstavit jako primér vSech moZnych realizaci,
usoudime, Ze jejim vhodnym odhadem bude aritmeticky primér x = %Z?:l x;. Po dosazeni realizace
vybé&ru dostaneme X = 19/5. Vlastnosti zvolené statistiky je v3ak tfeba ov&Fit (viz ddle).

10



3.3 Vlastnosti bodovych odhada  (Skripta str. 78)

Vlastnosti bodového odhadu 6 vypovidaji o vhodnosti pouzité statistiky 7" k odhadu hodnoty
parametru 6. Uvedeme tii vlastnosti: nestrannost, konzistenci a vydatnost. {}}

NESTRANNOST!

Definice 3.3 (Nestrannost)

Statistika T poskytuje nestranny bodovy odhad parametru 6, jestlize jeji stfedni hodnota se
rovna tomuto parametru

E[T] =6 (16)

Komentar k definici

1. Stfedni hodnotu E[T] je tfeba chapat jako ”prumérovani” pres vSechny mozné vybéry.
Jestlize bychom chtéli naznacit vypocet této stredni hodnoty, bylo by tieba postupovat
takto: provedeme prvni vybér, spo¢teme bodovy odhad, provedeme druhy vybér a opét
spoc¢teme bodovy odhad, atd. Po provedeni vsech moznych vybéru udélame prumér ze
vsech jednotlivych bodovych odhadu. To je hledand stfedni hodnota.

2. Nestrannost ikd, ze odhad je ”v pruméru” (rozumime pfes vSechny mozné vybéry)
presny.

PRIKLAD: Ov&ime nestrannost vyb&rového priiméru vzhledem ke stfedni hodnoté. Mame dokazat,

Ze plati E[X] = p. Dosadime definici vyb&rového prim&ru a manipulujeme s operdtorem st¥edni hodnoty

EX]=E [;i)ﬁ] = :LG:E[Xi] = %Zuzu
=1 =1

i=1

Vychyleni bodového odhadu B(6)* je definovdno jako rozdil mezi stiedni hodnotou
statistiky a odhadovanym parametrem

B(#) = E(T) -6 (17)

POZNAMKA: Z definice nevychijlenosti primo plyne, Ze je-li statistika T pro odhad parametru
0 nevychylend, pak vychyleni B(6) je nulové.

KONZISTENCE?

Definice 3.4 (Konzistence)

1Skripta str. 78
2Skripta str. 79
3Skripta str. 79

11



Statistika T" dava konzistentni bodovy odhad parametru 6, jestlize pro rostouci rozsah vybéru
se hodnota statistiky (v pravdépodobnosti) neomezené blizi skutecnému parametru

lim P(]T -6 <e)=1, Ve>0 (18)

n—oo

Komentai k definici

Tato vlastnost je limitni. Lze ji sledovat jen pfi zvétSujicim se rozsahu vybéru — napft.
zmétrime 10 hodnot, pak 100, atd.

Tvrzeni 3.1 (Kriterium konzistence?)
Odhad je konzistentni, jestlize je

— asymptoticky nestranny,
— jeho rozptyl jde k nule s rozsahem vybéru jdoucim k nekonecnu.

Owérent: Plyne z pouziti Cebysevovy nerovnosti pro obecny odhad.

PRIKLAD: Ov&ime konzistenci vyb&rového priim&ru vzhledem k odhadu stfedni hodnoty. Pro
diikaz vyuzijeme Ceby%evovu nerovnost (?7), kterou zapiSeme pro vyb&rova primér a stfedni hodnotu

02

2

P(X —pl<e)>1-
ne

2

. o . . ,
ProtoZe lim —5 =0, je odhad konzistentni.

VYDATNOST?

Definice 3.5 (Vydatnost)
Pro dvé nestranné statistiky 7" a U definujeme jako vydatnéjsi tu z nich, kterd ma mensi
rozptyl

D[T) < DUl = T jevydatnéjsi nez U (19)

POZNAMKA: Pro posouzeni dvou statistik, které nejsou nestranné, je treba zavést stiedné
kvadratickou chybu MSE" definovanou vztahem

MSE = E[(T — 6)*] = D[T] + (B(6))* (20)
Jako vydatnéjsi definujeme statistiku s mensi MSE. (Pro nestranné statistiky MSE prechdzi na

rozptyl a obé definice jsou shodné.)

Ze vztahu pro MSE je patrné, Ze v obecném pripadé tato charakteristika posuzuje jak rozptyl
odhadové statistiky, tak i jeji vychyleni. MSE bude minimdlni, jestlize bude minimdlni rozptyl i
vychylent statistiky.

5Skripta str. 80
6Skripta str. 80
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3.4 Konstrukce bodovych odhadti (Skripta str. 82)

Rekli jsme co je bodovy odhad a jaké u ného sledujeme vlastnosti. Nyni se budeme vénovat
otazce, jak lze takovy odhad zkonstruovat. Ukazeme dvé zakladni metody pro konstrukci
statistiky, vhodné pro odhad daného parametru.

METODA MOMENTU"

Tato metoda je velmi jednoduchd, obecné vsak nedava prilis kvalitni vysledky. Spociva
v porovnani obecnych (nebo centrélnich) momentu souboru a vybéru. Podle toho, kolik
parametru odhadujeme, tolik momentu musime porovnat. Momenty souboru poc¢itame s po-
moci hustoty pravdépodobnosti souboru f(z, ). Budou tedy obsahovat neznamy parametr 6.
Vybeér je mnozina zmétenych hodnot. Moment vybéru bude tedy ¢islo. Porovnanim momentu
ziskame rovnice kde nezndmé budou odhadované parametry. Z nich odhad vypocteme.

PRIKLAD: Budeme odhadovat nezndmy parametr § exponencidlniho rozdéleni s hustotou prav-
d&podobnosti f(x,d) = dexp{—dx}, § >0, = € (0,00) z vybéru x = [x1, 2, ..., Ty].

ProtoZe odhadujeme jediny parametr, stai porovnat prvni momenty, tj. stfedni hodnotu souboru
(exponencidlniho rozdéleni) a vyb&rovy primér zmé&feného vybéru.

St¥edni hodnota souboru je
E[X]:/ $f(x,5)dx:/ xdexp{—dz}dr =1/0.
0 0

Vybérovy primér je

Porovnanim dostaneme

kde symbolem 5jsme oznadili bodovy odhad parametru §.

METODA MAXIMALNI VEROHODNOSTI®

ODHAD PRO OBECNE ROZDELENI

Tato metoda dava velmi kvalitni vysledky a je casto pouzivana. Pro normélni rozdéleni
souboru je ekvivalentni s metodou nejmensich ¢tvercu, o které budeme mluvit v regresni
analyze. Metoda je zalozena na minimalizaci tzv. vérohodnostni funkce nebo jejim logaritmu
(coz je totéz — proc?).

7Skripta str. 82
8Skripta str. 82

13



Definice 3.6 (Vérohodnostni funkce)

Pro rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti f(x,0) a realizaci ndhodného vybéru = =
(1, X9, ..., 2z, definujeme vérohodnostni funkei £,,(0) vztahem

n

£4(0) =[] f(x:,0). (21)

=1

Definice 3.7 (Maximalné vérohodny odhad)

Maximélné vérohodnym odhadem parametru 6 rozdéleni f(x,6) nazveme odhad 6 € 0*,
ktery maximalizuje (logaritmus) vérohodnostni funkce, tj. plati

log L,,(0) > log L,,(0), V6 € 6" (22)

kde 6* oznacuje mnozinu vsech ptipustnych hodnot parametru 6.

Obecny postup pri urc¢eni maximalné vérohodného odhadu je nésledujici:

1. Sestavime vérohodnostni funkci tak, ze nasobime hustoty pravdépodobnosti souboru a
do kazdé dosadime za x jeden prvek vybéru z;.

2. Je-li to vyhodné, vérohodnostni funkci logaritmujeme. Protoze fada rozdéleni mé
hustotu pravdépodobnosti ve tvaru exponencidly, byva logaritmus uzitecny pro
zjednoduseni sou¢inu. Neni vSak nutny.

3. Hledame maximum logaritmu vérohodnostni funkce. V jednoduchém piipadé napft.

vvvvvv

Bod, kde lezi maximum je maximalné vérohodny odhad.

ODHAD PRO EXPONENCIALNI TRIDU ROZDELENI

Definice 3.8 (Exponencidlni tfida rozdéleni)

Rekneme, ze hustota pravdépodobnosti patii do exponencidlni t¥idy, jestlize je mozno ji
zapsat ve tvaru

f(x,0) = exp{Q(0) U(x) + R(0) + V(x)}, (23)

kde @, R jsou funkcemi jen 6 (ne z) a U,V jsou funkcemi jen z (ne 0).

PRIKLAD: Alternativni rozdéleni je z exponencialni t¥idy, nebot plati
f(a,7) = 77(1 = 1) = explog(r®(1 — m)\~%)} =
= exp{zlog(m) + (1 — x) log(l — 7)} = exp{[log(m) — log(1 — )] = + log(1 — m)}.
Zde plati: @Q =log(m) —log(l1 —m), U=z, R=log(l—m), V=0.

Je-li rozdéleni z exponencidlni tfidy, dostdvame nasledujici jednoduché teSeni ulohy
maximalné vérohodného odhadu.

14



Tvrzeni 3.2 (Max. vér. odhad pro exponencialni tiidu)

Pro rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti f(x,0) = exp{Q(0) U(z)+R(0)+V (z)} a realizaci
vybéru € = [z1, x9, . .., 2] je extrém logaritmické vérohodnostni funkce dan fesenim rovnice

Q'(6) S(x) +n R (0) =0,

kde @', R’ jsou derivace podle § a S(z) = >, U(z;).

Aby nalezeny extrém byl maximum, musi byt jesté splnéna nerovnost

Q"(0)S(x) +nR" <.

Ovéreni: Vérohodnostni funkce je

)

£4(6) = TTexp{QO) Vi) + R16) + V() o |

i (Q(O) U(xi) + R(0) + V(mi))} -

1

= exp {Q(G) zn: U(z;) +nR(0) + Zn: V(a:z)} :

i=1 i=1
Tento vyraz logaritmujeme a se zavedenym znacenim dostaneme

n

log L,.(0) = Q(0)S(x) + nR(0) + 3"V (x,).

=1

Po derivaci podle 6 posledni vyraz zmizi. Anulovdnim derivace dostdavdime podminku pro
extrém. Podminka pro mazimum je zdpornd druhd derivace.

PRIKLAD: Metodou maximalni v&rohodnosti urete odhadovou statistiku pro parametr 7 alterna-
tivniho rozdéleni.

UvaZujeme alternativni rozdé&leni, jehoZ exponencidlni tvar jsme jiz odvodili (viz p¥iklad k (23)) a
zjistili jsme, Ze plati Q = log(w/(1 — 7)), U =2, R =1log(l—m), V =0. Abychom mohli pouZit
tvrzeni 3.2, pot¥ebujeme jesté& spolitat funkci S pfislusné derivace.

S = Z?:l Ti = nX, Ql = L Q// = _71.22(7{:71..)2: R = _ﬁ: R = _(1,1,1.)2

w(1—m)’

Podminka extrému

1 1
Q'S+nR =———nx—n =0 = 7=X
m(l — ) 1—7
Podminka maxima (s dosazenym odhadem X = 7)
21 <0 = 7<1
— =5, s nhm—n s
w2(1 — 7)? (1—7)2

co? je vzdy spln&no, nebot ™ = 1 je patologicky p¥ipad.
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4 Intervalové odhady

4.1 Pojem intervalu spolehlivosti (Skripta str. 85)

Bodové odhady poskytuji hodnotu odhadu, ale netikaji nic o jeho ptesnosti. Ta je zahrnuta
v intervalu spolehlivosti - tj. intervalu, ve kterém lezi neznamy parametr s danou pravdépo-
dobnosti. Presnost (nebo neuréitost) odhadu je dana sitkou intervalu.

7. definice pravdépodobnosti vyplyva, ze pravdépodobnost parametru v daném inter-
valu je asymptoticky rovna relativni ¢etnosti odhadu, které padnou do tohoto intervalu
(pfi opakovanych vybérech). Proto lze interval spolehlivosti charakterizovat také jako in-
terval, do kterého padne dané procento odhadu. Relativni ¢etnost odhadu urcuje hustota
pravdépodobnosti statistiky pro bodovy odhad. Ta je také zédkladem pro urceni intervalu
spolehlivosti.

Definice 4.1 (Interval spolehlivosti)
Interval 1, = (0p, 0y) nazveme a-interval spolehlivosti pro parametr 6, jestlize plati

POel)=1-a. (24)

Komentar k definici
1. Interval spolehlivosti budeme zkracovat IS.
2. I, se také nazyva 100(1 — «)-procentni interval spolehlivosti, tj. 0.05-IS je 95% IS.

3. Pokud je —o0o < 0p afy < oo, tj. I,je zdola i shora omezeny, hovorime o oboustranném
IS. Je-li Op = —oc0, tj. I, = (—00,0p), jednd se o pravostranny IS, pro 0y = oo, tj.
I, = (0p, o0) jde o levostranny IS.

PRIKLAD: Urgete 95% IS pro stfedni hodnotu ;& normalniho rozdéleni s rozptylem o = 1 na
zaklad& vybéru o rozsahu n = 100 s priimérem T = 3.7.

Podle poZadavkii na IS musi platit

Plup <T < py)=1-a.

Normujeme
P(Ca <M\/ﬁ<2a)—1fa
2 o 27
a v argumentu vyjad¥ime p a pouZijeme vztah C% = —zg
? < < = < pu<7T+
—za T—p<ze—= x—Za— p<T+ze—.
EVn R FVn R
Upravenou podminku dosadime zpét
P(:U—Za—<u<a:+z )—l—a
/\/7 f

16



Podle definice je IS

o _ o
Ia = (x—z%%,x—i-z%ﬁ)
nebo piSeme
uzfizai.
24N

Na obrazku je hustota pravdépodobnosti bodového odhadu, tj. vybérového priimé&ru a na ni jsou
vyznaleny prislusné pravdépodobnosti, kvantil a kritickd hodnota.

~~~~~~~~
////

R
[a—
[
Q
0[Q

Konkrétné:

a=005/2=0025 T=37 o=1 n=100; za =196 (ztabulek)

1 1
Inos = (3.7 — 751.96:3.7+ 151.96) = (3.504; 3.806)

4.2 Druhy intervali spolehlivosti pro jednu nahodnou veli¢inu
(Skripta str. 86-94)

Budeme uvazovat nasledujici IS.

Stredni hodnota (zndmé o%)”

g

ﬁza/%

I,: perT+ 2z~ N(0;1)

ole
<

V programu Octave lze pro tento interval pouzit funkci
is=z_int(x,v,alpha,alt),

kde is je interval spolehlivosti, x je vybér, v je rozptyl souboru, alpha je
hladina vyznamnosti, alt typ testu (<,>,<>)

9Skripta str. 86
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Stfedni hodnota (nezndmé o)™
s

\/ﬁtaﬂ, t ~ St(n—1)

I,: pex+£

*l* V programu Octave lze pro tyto intervaly pouzit funkci

is=t_int(x,alpha,alt),

is=t_int_2s(x1,x2,alpha,alt),
is=t_int_2n(x1,x2,alpha,alt),
is=t_int_2p(x1,x2,alpha,alt),

kde is je interval spolehlivosti, x,x1,x2 vybér, alpha hladina vyznamnosti,
alt typ testu (<, >, <>)

Rozptyl!!

-1 2 -1 2
I, : (n 5 )s , (n 5 )s , x? ~ Chi%(n — 1)
Xa/2 X1-a/2

*l* V programu Octave lze pro tento interval pouzit funkeci
is=var_int(x,alpha,alt),

kde is je interval spolehlivosti, x vybér, alpha hladina vyznamnosti, alt typ
testu (<, >, <>)

Podil'?

1—
I,: mept Zuza/g, 2z~ N(0;1)
n

*l* V programu Octave lze pro tento interval pouzit funkeci

is=prop_int(x,n,alpha,alt),
is=prop_int_2(x1,n1,x2,n2,alpha,alt),

kde is jeinterval spolehlivosti, x,x1,x2 je vybérovy podil nebo pocet, alpha hlad-
ina vyznamnosti, alt typ testu (<,>,<>)

Doplnék k uvedenym intervalium:

10GQkripta str. 89
1 Skripta str. 90
12Qkripta str. 92
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vybérovy primér: T =LY 7 x;, vybérovy rozptyl: $* == (2, — ®)?,
vybérovy podil: p = %, n't je pocet jednicek (tspéchu).
PRIKLAD: V jakém intervalu Ize ofekdvat Zivotnost zakoupené pneumatiky s pravdépodobnosti
0.95, jestlize pro 10 ndhodn& vybranych pneumatik byly zji$t&ny nasledujici Zivotnosti (v rocich)
2 45 6 10 8 6 5 6 7.

P¥ipravné vypotty:
X =15.9, s = 2.183, t0.025(9) = 2.262

Interval:
10.05 = (434, 746)
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5 Parametrické testy hypotéz

5.1 Pojem parametrického testu (Skripta str. 95-96)

Na zékladé vybéru srovnavame dveé tvrzeni o hodnoté urc¢itého parametru 6 rozdéleni f(x,0).
Prvni tvrzeni (které vétsinou obhajuje stavajici stav véci) se nazyva nulova hypotéza a
znaci se Hy, druhé tvrzeni (které vétsinou prosazuje, ze véci se zménily) je alternativni
hypotéza oznacend H 4. Nulovéa hypotéza néco tvrdi: napft., ze sttedni hodnota p je rovna gy
a alternativni hypotéza ji odporuje. To muze mit tii rizné podoby:

hypotéza priklad (25)
[. parametr ma podle H 4 vétsi hodnotu nez podle Hy > fig
I1. parametr ma podle H4 mensi hodnotu nez podle Hy < o
III. parametr se podle H4 nerovna hodnoté parametru podle Hy [ Lo

Tvrzeni testujeme na zakladé testové statistiky, kterou je statistika pro bodovy odhad
parametru podle Hy. Pro parametrické testy lze podstatu testovani vylozit v souvislosti s IS
nasledujicim zpusobem (pro jednoduchost budeme uvazovat test pro stfedni hodnotu a se
znamym rozptylem souboru).

Nulova hypotéza tika, ze u = po. Jestlize je tato hypotéza pravdiva a kolem bodu pyg
sestrojime « IS a tam by s také s pravdépodobnosti 1—a mél padnout bodovy odhad, porizeny
z vybéru. Pokud tam padne, hypotézu H, nezamitame — fekneme, ze data neprokazala jeji
neplatnost. Pokud bodovy odhad padne mimo IS, hypotézu Hy zamitneme. Jediny (formalni)
rozdil testu a intervalu je v tom, ze pfi intervalu pouzivame nenormovany tvar statistiky,
napi. pro stfedni hodnotu se zndmym rozptylem je to vybérovy primér X, zatimco pro test
pouzijeme normovany vybérovy prumeér z = @\/ﬁ Jeho realizaci oznac¢ime z,.
POZNAMKA: Vsimnéte si, Ze pro normovdni pouZijeme jig, coZ je stiedni hodnota podle nulové
hypotézy. Celyj test probihd za platnosti Hy, kterd bud ddle trvd, nebo je testem vyvrdcena.

.
/ \\

IS

5.2 Zakladni pojmy (Skripta str. 97)

V predchozim odstavci jsme dosti netradicné nastinili podstatu testovani parametrickych
hypotéz. Nyni uvedeme zakladni pojmy a postupy pro testovani tak, jak je lze bézné nalézt
v ucebnicich klasické statistiky. Pojmy budeme ihned demonstrovat na nasledujicim ptikladé.
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PRIKLAD: Zavod vyrabi televizni obrazovky u kterych udavé stfedni Zivotnost 1200 h a rozptyl
ivotnosti 900 h2. Vyvojové oddéleni provedlo n&které technologické zmé&ny p¥i vyrob& a tvrdi, Ze
Zivotnost nové vyrobenych obrazovek je v&tsi. Své tvrzeni dokldda vybérem 10 obrazovek z nové série
pro néZ byla zjisténa primérna Zivotnost 1216 h. Testujte Hy : "stfedni Zivotnost obrazovek je 1200
hodin” na hladiné vyznamnosti 0.05.

Nulova hypotéza H, je zakladni hypotéza, ktera vétsinou potvrzuje stavajici stav.
[Ho: stfedni zivotnost obrazovek je 1200 h.]

Alternativni hypotéza H, je nova hypotéza, kterd jednim ze zpusobu (25) popird Hy.

[H4: stredni zivotnost obrazovek je vétsi.]

Testova statistika je normovand statistika pro bodovy odhad testovaného parametru.
[Zde se jedna o stfedni hodnotu, jejiz odhadova statistika je vybérovy prumeér.|

Déle se jako parametr bude objevovat rozptyl se statistikou vybérovy rozptyl a podil se
statistikou vybérovy podil.

Hladina vyznamnosti o je pravdépodobnost « z IS. Je to tzv. pravdépodobnost I. druhu,
tj., ze Hy bude zamitnuta, zatimco je ve skutec¢nosti pravdiva.

[V piikladu je a = 0.05, coz byva nejcastéji pouzivana hodnota.]

Obor prijeti je mnozina hodnot normované statistiky, kterd odpovida IS. Pokud nor-
movand statistika padne do oboru ptijeti, neni Hy zamitnuta.

Kriticky obor W je mnozina hodnot normované statistiky, kterd odpovida doplnku IS.
Pokud normovana statistika padne do kritického oboru, je Hy zamitnuta.

POZNAMKA: Podle alternativni hypotézy Ha pozndme smérovdni testu.

pro W = (e;00) podle I. hovorime o pravostranném testu;
pro W = (—o0; @) podle II. hovorime o levostranném testu;

pro W = (—o0; @) U (e;00) podle III. hovorime o oboustranném testu.

PRIKLAD: (pokradovani) Vypotteme p¥iklad o televiznich obrazovkach.
Statistika pro odhad: X = 1216 (zaddno).

Hladina vyznamnosti: & = 0.05 (zadano).

Normovan3 statistika: z, = X220\ /n = %\/710200 10 = 1.687.

Obor pijeti: dostaneme normovanim pravostranného IS, tj. (—oo; 2z,) = (—o00; 1.645).
Kriticky obor: je dopliikem oboru p¥ijeti, tj. W = (1.645; 00).

Zavér: z € W = Hy zamitdme. Tedy, neni pravda, Ze stfedni Zivotnost obrazovek je 1200 hodin.
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5.3 P-hodnota (Skripta str. 101-103)

Z ptedchoziho prikladu je patrné, ze z klasického testu nepozname, ”jak moc” H, zamitame
nebo ”jak daleko” od zamitnuti se Hy nachazi. Abychom tento nedostatek odstranili, a také
abychom vysledek testu vyjadrili jedinym ¢islem, zavadime p-hodnotu p,. Pro pravostranny
test sttedni hodnoty je p-hodnota definovana vztahem

po = P(Z > z,|Hy), (26)

coz je plocha pod hustotou pravdépodobnosti normované statistiky, vpravo od realizované
statistiky.

AN
/ N\

Z obrazku je patrné, ze:
— bude-li p, = a, budeme na hranici zamitnuti,
— pro p, < « lezi realizované statistika v kritickém oboru W, a tedy Hy zamitame,

— pro p, > « lezi realizovand statistika mimo kriticky obor W, a tedy Hy nezamitdme.

PRIKLAD: (pokracovéni) K predchozimu p¥ikladu jest& dopotteme p-hodnotu:
py = P(Z > 1.687) = 0.046.

ProtoZe p, < «, hypotézu Hy zamitadme.

5.4 Obecné schéma testu hypotézy (Skripta str. 101)

Pro jednotlivé piipady z kapitoly 2 lze pouzit obecné schema:

Zname: zadané a spoctené charakteristiky a konstanty.

Testova statistika 7: pouzitd normovana statistika a jeji rozdéleni (vzorec - normovany
podle Hy).

Hodnota statistiky 7,: statistika s dosazenym vybérem (vypoctené ¢islo).
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P-hodnota: spocteme pravdépodobnost P. = P(T < T,)
(kvantil pro hodnotu statistiky - funkce xxx.cdf)
pp=1—P, pro pravostranny test, tj. 6y > 6
Py = P, pro levostranny test,  tj. 6y < 6
py = 2min{P.,1 — P,} pro oboustranny test, tj. 0y # 6

Zaver: slovni interpretace vysledku.

PRIKLAD: (test prodva podily) Na dvou pracovistich A a B byly sledovéany pracovni prostoje.
Pracovisté A bylo sledovano v ng = 800 &asovych okamZicich a bylo zaznamenano nj; = 116 pros-
toji, zatimco pracovisté B bylo sledovano np = 1200 krat a zjisténo nJEQ = 138 prostojl. Na hladiné
vyznamnosti « = 0.05 testujte hypotézu o rovnosti stfednich podili prostojlii na obou pracovistich.

Reseni provedeme podle uvedeného schématu:

Zname:

Hypotézy: Ho:pa =pp, Ha:pa#pB

Smérovani: oboustranny test.

Podily:
116 138 pi(l—p1)  p2(l—p2) 4
= — =0.145, = —— = 0.115, = =2410
PA= %00 PBE = 1900 e e
Hladina vyznamnosti: a = 0.05
Testova statistika:
pP1—Pp2
z = ~ N(0;1
- (051)

Hodnota statistiky: 2z, =1.94
Kriticky obor W = (—1.96;1.96)
P-hodnota: p, =2 x 0.0265 = 0.053.

Zaveér: Na hladiné 0.05 hypotézu Hy nezamitame, podily prostojii na pracovistich A a B nejsou
stejné. P-hodnota navic ukazuje, Ze zamitnuti je pomé&rné tésné.

POZNAMEKA:

1. Vygbér charakteristiky (vzorce) pro test urcéuje Hy - o éem vypovidd tvrzeni nulové hypotézy,
to se testuge.

2. O smérovdni testu rozhoduje Hp - podle toho jak odporuje nulové hypotéze (<, >, #)
uréime smérovdni.
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5.5 Vybrané parametrické testy (Skripta str. 103-115)

Budeme sledovat parametrické testy pro stiedni hodnotu, rozptyl a podil, jako pro IS.
Stfedni hodnota (zndmé o%)*
*l* V programu Octave lze pro tyto testy pouzit funkci

[pval, z] = z_test (x, m, v, alt),

[pval, z] = z_test_2(x, y, v_x, v_y, alt),

kde pval je p-hodnota, =z je hodnota statistiky, x,y je vybér, v,v_x,v_y je
rozptyl souboru, alt typ testu (<,>,<>).
Stredni hodnota (neznamé o?)'4

*l* V programu Octave lze pro tyto testy pouzit funkci

[pval, t, df] = t_test (x, m, alt),

[pval, t, df] = t_test_2s (x, y, alt),
[pval, t, df] = t_test_2n (x, y, alt),
[pval, t, df] = t_test_2p (x, y, alt),

kde pval jep-hodnota, t jehodnota statistiky, df jsou stupné volnosti, x,y je
vybér, alt typ testu (<,>,<>).

Rozptyl'®

*l* V programu Octave lze pro tyto testy pouzit funkci

[pval, ch2, df]
[pval, f, df num, df_den]

var_test (x, vO, alt),

var_test_2 (x, y, alt),

kde pval je p-hodnota, ch2,t je hodnota statistiky, df,df num,df _den jsou
stupné volnosti, x,y je vybér, vO0 je rozptyl podle nulové hypotézy, alt typ testu
(<, >, <>).

Podil'®

U tohoto testu se v literatufe obvykle uvadi trochu jinad statistika. V zajmu jednotnosti
jsme ponechali stejnou statistiku, jako pro odhad (coz je zvykem). Rozdily jsou zanedbatelné.

*l* V programu Octave lze pro tento test pouzit funkci

I3Skripta, str. 103
14Gkripta str. 105,108-113
15Qkripta str. 106
16GQkripta str. 107,113-114
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[pval, z] = prop_test_2 (x1, nl, x2, n2, alt),

kde pval je p-hodnota, =z je hodnota statistiky, x1,x2 jsou vybérové podily
(pocty), nl1,n2 jsou pocty pokusu, alt typ testu (<,>,<>).
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6 Chi2 testy hypotéz

Chi2 testy jsou zalozeny na porovnani rozdilnosti mezi namérenymi ¢etnostmi a Cetnostmi
idedlnimi. Rozdil je méren pomoci normovaného kvadratického kritéria, které ma ch2
rozdéleni — odtud chi2 testy. Pro test se pouzivaji absolutni ¢etnosti O vyskytu sledovaného
znaku, tzv. pozorované (observed) ¢etnosti a absolutni Cetnosti £, které presné odpovidaji
Hy, tzv. teoretické nebo ocekdvané Getnosti (expected).

Pro namérené cetnosti O;, ¢ = 1,2,...,n a teoretické cetnosti E;, + = 1,2,...,n ma
statistika tvar 5 (O )
_ F.
X=> <E) ~ Chi2(n — 1) (27)
i=1 i

Statistika meéri vzddlenost mezi pozorovanymi a teoretickymi cetnostmi (je nezépornd). Jsou-
li cetnosti stejné, rovnd se nule. Cim vice jsou ¢etnosti jiné, tim je hodnota statistiky vétsi.
Nulova hypotéza testu je shoda cCetnosti, alternativni hypotéza je neshoda. Test je vzdy
pravostranny a kritickym oborem
W = (Xiv OO)
a p-hodnotou
po=P(x* > x7).

Nejvyznamnéjsi aplikace tohoto testu jsou pro testovani typu rozdéleni (test dobré shody)
a testovani nezavislosti dvou rozdéleni (test nezavislosti). Oba testy vylozime na piikladech.

6.1 Test dobré shody (Skripta str. 115-117)

Hodnoty testované nahodné veli¢iny rozdélime na intervaly a métime cetnosti vyskytu real-
izaci nahodné veli¢iny na téchto intervalech. Tak ziskdme pozorované cetnosti O. Teoretické
¢etnosti F uréime bud pomoci hodnot distribuéni funkce nebo jinak (jako v ndsledujicim
piiklade).

PRIKLAD: (Test rovnomérnosti) Sledujeme nehodovost na prazskych silnicich b&hem riiznych
dni tydne. Po ur&ité dobé jsme shromazdili ndsledujici udaje

den ‘ pocet nehod
Po - P4 1879

So 421

Ne 406

Na hlading& vyznamnosti 0.05 testujte tvrzeni (nulové hypotézy), Ze nehody se b&hem tydne vyskytuji
rovnomérné.

Pozorované &etnosti jsou zadané.
O = [1879, 421, 406]
Teoretické Cetnosti uréime takto: mame 3 intervaly s délkami [5, 1, 1]. Celkovy polet pozorovani je

1879 4+ 421 4 406 = 2706. Tento polet pozorovani mame rozdélit na dané intervaly rovnomérné. Prvni
bude mit 5/7 druhy 1/7 a t¥eti také 1/7. Bude tedy

E = 2706 x [5/7, 1/7, 1/7] = [1932.86, 386.57, 386.57]
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Hodnota statistiky

, (1879 —1932.86)> (421 —386.57)2 (406 — 386.57)2
= = 5.54
Xr 193286 | 38657 | 336.57 oD

Kriticky obor: W= (2(3-1);00) = (5.99;00) [5.99=chisquare_inv(0.95,2)]
P-hodnota: py = P(x*® > 5.54) = 0.063  [0.063=1-chisquare cdf(5.54,2)]

Zavér: Nulovou hypotézu nelze vyvratit. Zistavd v platnosti tvrzeni: "nehody se vyskytuji
rovnomé&rné” .

PRIKLAD: (Test normality) Testujeme, zda rychlosti osobnich automobilé jedoucich po
nuselském mosté maji normdlni rozdéleni s 4 = 60 a ¢ = 7.6. Vysledky naméfenych rychlosti jsou
v tabulce

Interval rychlosti [km/h] | (20-50) (50-60) (60-70) (70-120)
Pozorovana ¢etnost ‘ 35 268 315 21

Pozorované Cetnosti: O = [35, 268, 315, 21]
Teoretické Cetnosti uréime pomoci distribuéni funkce normalniho rozdéleni. Normujeme hranice in-
tervald h; = [20, 50, 60, 70, 120]

hA _
pi=— B o g —[-5.263, —1.316, 0, 1.316, 7.895]
(o

Odpovidajici hodnoty distribu&ni funkce standardniho norméiniho rozdéleni jsou
[0.094=stdnormal_cdf (-1.316)]

F(z) =10, 0.094, 0.5, 0.906, 1].
Pravdépodobnosti p; intervall dostaneme jako rozdily (;41 — (i, @ =2,3,4,5
p; = [0.094, 0.406, 0.406, 0.094].

Z celkového po&tu pozorovani 35+268+315+21 = 639 tedy jednotlivym intervaliim p¥islusi teoretické
Cetnosti
E =639 x [0.094, 0.406, 0.406, 0.094] = [60.06, 259.43, 259.43, 60.06]
Hodnota statistiky: x2 = 48.05
Kriticky obor: W = (7.82; 00)
P-hodnota: p, = P(x? > 48.05) = 2.10710

Z3avér: Zjisténé Cetnosti ani ndhodou nepochdzi z normdlniho rozdéleni se stfedni hodnotou 60 a
smérodatnou odchylkou 7.6.

*l* V programu Octave lze pro tento test pouzit funkci

[pval, ch2, df] = chisquare_test_homogeneity (x, y, c),
[pval, ch2] = chisquare_ test(o,e),

kde pval jep-hodnota, ch2 jestatistika, df pocetstupnu volnosti, x,y vybéry,
c intervaly pro urceni ¢etnosti, o,e pozorované a teoretické Cetnosti.
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6.2 Test nezavislosti (Skripta str. 118-119)

Pouziva kontingencni tabulku absolutnich cetnosti dvou nahodnych velic¢in, jejichz
nezavislost testujeme. Podle definice nezavislosti f(z,y) = f(x)f(y) urcuje tabulku teo-
retickych (nezavislych) cetnosti takto:

- tabulku normalizuje na pravdépodobnosti (délenim prvku celkovym soucétem prvkiu),
- urél margindlni ¢etnosti (soucty) v sloupcich i fadcich,

- vypocte tabulku nezavislych pravdépodobnosti (prvek (i,j) je sou¢inem i—té sloup-
cové a j—té fadkové margindly),

- tabulku re-normalizuje na absolutni ¢etnosti (ndsobenim vsech prvku celkovym
sou¢tem puvodnich prvki). Test je pravostranny a mé (n, — 1)(n, — 1) stupnu
volnosti.

Pomoci statistiky (27) se porovnavé puvodni tabulka s tabulkou absolutnich ¢etnosti

nezavislych velicin. Statistiku poé¢itdme pro vSechny prvky tabulek (srovndme obé tabulky
do vektort). Nulové hypotéza Hy je ”jsou nezavislé”.

PRIKLAD: Testujeme, zda u ¥idi¢i osobnich automobilii souvisi v&k a reakéni doba (mé&rena Zasem,
za ktery ¥idi¢ pfehlédne kFiZovatku). Zjist&né tdaje jsou sestaveny do nasledujici tabulky

vék V' (roky) 1. (18-30) 2. (30-50) 3. (50-70)
reakéni doba R

1. mensi nez 2 sec 56 42 23

2. vé&tsi nez 2 sec 32 49 37

Nezavislost testujte na hladiné vyznamnosti a = 0.05.
Pozorované Zetnosti jsou: o = [56, 32, 42, 49, 23, 37].

Teoretické Eetnosti dostaneme podle uvedeného postupu:

normalizovana tabulka

0.234 0.176 0.096
0.134 0.205 0.155

marginalni pravdépodobnosti jsou

0.50628

0.368 0.381 0.251 0.49372

tabulka nezavislych pravdépodobnosti

0.186 0.193 0.12710
0.182 0.188 0.124

tabulka absolutnich ¢etnosti

44552 46.071 30.377
43.448 44.929 29.623

Teoretické Cetnosti: e = [44.552, 43.448, 46.071, 44.929, 30.377, 29.623]
Hodnota statistiky: x2 = 10.315.
Kriticky obor: W = (x2((3 — 1)(2 — 1)); 00) = (5.99; 00).
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P-hodnota: p, = 0.006.
Zavér: Nulova hypotéza je vyvracena, reakéni doby F¥idi¢l jsou zavislé na véku.
*l* V programu Octave lze pro tento test pouzit funkci

[pval, ch2, df] = chisquare test_independence (X),

kde pval,ch2,df jsoup-hodnota, statistika, stupné volnosti, X je kontingené¢ni tabulka
(viz table).
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7 Dalsi neparametrické testy hypotéz

V minulé kapitole jsme uvedli dva nejznaméjsi Chi2 testy dobré shody a nezavislosti. Oba
se opiraji o kontingenc¢ni tabulky absolutnich cetnosti a maji pomérné siroké pouziti.

Nyni se zminime o nékterych specialnich testech, které 1ze vyuzit pro statistické zpracovani
dat. Zaméiime se pii tom spiSe na vyznam a pouziti testu, odvozeni nebudeme provadét.

7.1 Test medianu

Znaménkovy test Mame vybér X = [X;, Xo, ..., X,,] ze spojitého rozdéleni s nezndmym
medidnem 5. Testujeme nulovou hypotézu Hy : o5 = x9, kde x( je dané ¢islo.

Vypocteme
Di:Xi—QZ(), i:1,2,...,n

a pismenem b oznacime pocet kladnych D;. b je statistika s binomickym rozdélenim, kterou
lze pro n — oo aproximovat normalnim rozdélenim N (n/2;n/4).

Normovana statistika testu je
_2b—n

D

~ N(0;1)
a lze ji testovat pomoci z-testu.

PRIKLAD: (Jen demonstrace postupu! Neni n — oo) Testujeme, zda vybér
z =53, 4.2, 6.8, 5.7, 5.1, 3.1]

pochazi z rozdéleni s medidnem xg = 5.
Pocet dat vybéru: n = 6.
Rozdily x; — xg jsou
0.3, —0.8, 1.8, 0.7, 0.1, —1.9
a z nich b =4 jsou kladné.

Normovana statistika
2x4—6
2= —

V6

a p-hodnota pro oboustranny test je p, = 0.207.

= 0.817

Zavér testu: Nulova hypotéza "data pochazi z rozdéleni s medidnem 5" se nepopira.
*l* V programu Octave lze pro test pouzit funkci

[pval, b, n] = sign_test (x, y, alt),

kde pval jep-hodnota, b je statistika (binomického rozdéleni), n je pocet stupnu
volnosti statistiky b, x,y jsou realizace vybéru, alt je smérovani testu.
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7.2 Test nezavislosti prvki vybéru

Poradovy test nezavislosti Uvazujeme vybér X o rozsahu n a uré¢ime jeho vybérovy
medidan Zg5. Test vychazi z rozdili mezi prvky vybéru X;,i = 1,2,...,n a vybérového
medidnu Zo 5 (srovnej znaménkovy test)

Di:Xi_jO.B i:1,2,...,n.

Na téchto rozdilech definuje série, tj. souvislé posloupnosti prvku se stejnym znaménkem mezi
dvémi zménami znaménka. Jako statistiku b definujeme pocet sérii v posloupnosti rozdilu
D. Tato statistika mé ptiblizné normélni rozdéleni N(n/2 + 1;v/n — 1/2).

Normovana statistika je
26— (n—2)
V-1

Nulovou hypotézu Hy : "prvky vybéru jsou nezavislé” lze testovat pomoci levostranného
z-testu.

z ~ N(0;1).

PRIKLAD: Testujeme nezavislost prvki vyb&ru
x={24, 22, 16, 1.8, 1.5, 1.8, 2.2, 2.3, 2.3, 2.5}
o rozsahu n = 10. Medidn vybé&ru je g5 = 2.2 a diference
x —Zo5 =1{0.2, 0.0, —0.6, —0.4, —0.7, —0.4, 0.0, 0.1, 0.1, 0.3}.
V nich je moZno nalézt b = 3 série se stejnymi znaménky. Statistika tedy je

2x3-(10-2)
B V10— 1

a p-hodnota p, = 0.25. Prvky vybéru tedy lze povaZovat za nezavislé.

= —0.667

z

POZNAMKA: Tento test je velmi vijznamny nejen pro testovdni, zda nds vybér je skutecéné
nezdvisly (jak pozaduje definice vybéru), ale také napriklad pro test rezidui po vypoctu regresni
analyzy, pro ovérent kvality regrese, kterou se budeme zabyvat v ndsledujici kapitole.

*l* V programu Octave lze pro test pouzit funkci
[pval,z]=wztest(x),

kde pval je p-hodnota, =z je statistika, x je testovany vybér.

7.3 Test nezavislosti vybéru

Pearsonuv test Pro dva ndhodné vybéry X a Y o rozsahu n vypocéteme vybérovy korelacni
koeficient r = cov(z,y)/\/var(x)var(y).
Statistika je

~ St(n —2)
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a ma Studentovo rozdéleni s n — 2 stupni volnosti. Pro test Hy : ”vybéry jsou nezavislé” lze
pouzit oboustranny t-test.

POZNAMKA: Tento test budeme pouzivat i pro ovérent vijsledku regresni analyzy.
*l* V programu Octave lze pro test pouzit funkci
s=cor_test(x,y,alt,"p"),

kde s jestruktura, obsahujici vysledky testu, x, y jsou vybéry, alt je smérovani
testu (’7 <77’ 79 >777 ’7<>77>.

Spearmanuyv test Uvazujme dva ndhodné vybéry X a ), oba o rozsahu n. Pro oba vybéry
definujeme poradi P, resp., @, tj. napi. pro x = [6.2, 2.8, 4.1] je p = [3, 1, 2], protoze 6.2
je na tietim misté uspoiddaného vybéru'® z, 2.8 na prvnim a 4.1 na druhém. Tato pofadi
dosadime do vzorce pro vybérovy korela¢ni koeficient a dostaneme statistiku

6
e — cov(p, q) _ S,

var(p)var(q) n(n®—1)

kde S = Z?:l(pz — qz)z
Tato statistika se testuje podle specialnich tabelovanych hodnot Spearmanova testu. Nulova
hypotéza Hy : "vybéry jsou nezavislé”.

PRIKLAD: Testujte nezavislost rozdéleni, z nich? pochazi vyb&ry
x =25, 3.4, 1.3, 5.8, 3.6, 2.7, 4.3, 5.1, 2.9, 4.5]

oo
-

V programu Octave Ize pro test pouzit funkci
struc=cor_test(x,y,alt,"s"),

kde struc: je struktura, obsahujici vysledky testu, x, y: jsou vybéry, alt: je typ
testu.

Kendaliv test Uvazujme dva ndhodné vybéry X a ) o rozsahu n a jejich poradi P a Q.
Z potadi sestavime dvouradkovou matici a jeji sloupce usporadame tak, aby v prvnim fadku
bylo 1,2,...,n. Druhy fddek usporddané matice oznacime R a jeho prvky ri, ro, ..., 7.
Pismenem k; oznac¢ime pocet vsech prvku r;, 1, Ti12, ...,Tn, které jsou vétsi nez r;. Dale
oznacime K = "' k;. Statistika pak je

4K

rK:n(n—l)—l

a testuje se opét podle specidlnich hodnot Kendalova testu. Nulova hypotéza Hy : ”vybéry
jsou nezavislé”.

*I* V programu Octave lze pro test pouzit funkci

1"Usporddany vybér dostaneme, jestlize prvky vybéru uspofdddme podle velikosti. V nasem piikladé je
usporddany vybeér & = [2.8,4.1,6.2].
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struc=cor_test(x,y,alt,"k"),

kde struc: je struktura, obsahujici vysledky testu, x, y: jsou vybéry, alt: je typ
testu.

7.4 Test typu rozdéleni

Kolmogorov-Smirnoviuv test Tento test slouzi k ovéreni, zda zkoumané rozdéleni ma
dané rozdéleni. Je zalozen na porovndni distribucni funkce F(z) daného rozdéleni X a
vybérové distribuéni funkce F,(z) **, uréené z vybéru X o rozsahu n.

Statistika testu je definovana vztahem

ks = sup |F,(z;) — F(x;)]

r,€X

a ma ruzna rozdéleni, podle typu testované distribuc¢ni funkce. Pro dulezita testovana

rozdéleni jsou hodnoty rozdéleni k, tabelovany. Nulova hypotéza Hy : "rozdéleni ma

predpokladany typ”.

*l* V programu Octave lze pro test pouzit funkci
[pval,ks]=kolmogorov_smirnov_test(x,dist,params,alt),

kde pval je p-hodnota testu, ks je hodnota statistiky, x je realizace vybéru, dist
je typ rozdéleni

(”binomial”, "poisson”, "uniform” "normal”, ”exponential”, "lognormal” a dalsi), params
jsou parametry rozdéleni, alt je typ testu.

” N

PRIKLAD:
[pval,ks]=kolmogorov_smirnov_test(x,"normal",0,1),

kde alt je 7 <> " jako predvolba.

POZNAMKA: Velmi dilezity test, nebot fada jinych statistickyjch procedur vyZaduje normalitul,
pripadné jiné rozdéleni. Nend radno délat zdvéry, pokud nemdme ovérenu platnost predpokladi!!!

18 Je to schodovita funkce: nulova do x(1), v kazdém bodé x(;y ma piirustek 1/n, a od x(,) dile je rovna
jedné. z¢;), i =1,2...,n jsou prvky vybéru, uspofddané podle velikosti.
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8 Regresni analyza

Regresni analyza poskytuje nastroj k hledéni stochastické zavislosti mezi dvojici ndhodnych
velicin X — nezavisle proménnd a Y — zdvisle proménnd. V nejbéznéjsi (linearni) podobé
zkouma, zda mezi obéma veli¢inami existuje linearni vztah. Velice jednoduse lze také zkoumat
napt. polynomicky nebo exponencialni vztah. Dale se budeme vénovat predevsim linedrni
regresi, o ostatnich se stru¢né zminime pozdéji.

8.1 Linearni regrese (Skripta str. 121-126)

PRIKLAD: Sledujeme produkci automobilového zdvodu b&hem piil roku. Produkce v jednotlivych
mésicich byla

mésic |1 2 3 4 5 6
produkce (ksx100) | 43 3.9 42 45 44 51

Odhadnéte linedrni trend téchto dat a urlete, zda maji tendenci k ristu nebo poklesu.

Zadand data jsou vykreslena na obrazku a je jimi "od oka” proloZena pfimka. lhned nds napadnou
otazky

e jsou tato data vhodnda k aproximaci p¥imkou?

e je nakreslend p¥imka tou nejlepsi, kterd data aproximuje?

produkce
6 1
il J o
4+ © e 5 .
O €e; = Yi — Ui
Yi
31
91
1
€T
| | 1 1 | |
[ i | | ‘ ‘
| 2 ’ * > 6 mésic

Abychom na otézky z prikladu dokdzali odpovédét, budeme datové dvojice [x;, y;], =
1,2,...,n reprezentovat geometricky, jako body v roviné. Piimku, kterou chceme body
prolozit, budeme uvazovat ve smérnicovém tvaru y = byx + by, kde [z, y] je libovolny bod
piimky, by je smérnice a by absolutni clen (isek na ose y). Optimaln{ piimku nazveme regresni
piimka a budeme pozadovat, aby poloha této regresni piimky vuéi datovym bodim mini-
malizovala urcité kriterium vzdalenosti. Abychom mohli byt konkrétni, zavedeme nasledujici
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pojmy a uvedeme vzorce pro vypocet regresnich koeficienti (odvozenti je v [1] nebo podrobnéji

v [2]):

Predikce g; je bod, jehoz z-ova souradnice je x;a y-ova byx;+0bg, tj. lezi na prolozené piimce.

Chyba predikce (reziduum) e; je rozdil mezi datovym bodem a predikei, tj. svisla
vzdalenost bodu od piimky.

Model datovych bodu 1ze pomoci prolozené primky vyjadrit takto: datovy bod je predikce
plus chyba predikce, tj.
Yi = bizi +bo + ¢ (28)

Kritérium optimality pro ”idealni regresni piimku” definujeme jako soucet kvadratu
vSech chyb predikce

J=Y¢, (29)
i=1
a pozadujeme, aby byl minimélni. Chyby predikce odpovidajici regresni piimce (tj. jejichz
kriterium J je miniméln{) nazyvame rezidua.

Koeficienty regresni primky b; a by jsou

Sa
bl - y7 bO = y - b1T7 (3())
SJ:.T
s oznacenim
T:*ZLEW ?J:*Zyn Smc: (xz_f) ’ Sxy:Z(xz_T)<yz_y>
=1 =1 i=1 -1
Korelacéni koeficient r je
Sy
A, (31)
SaaSyy
kde Syy = Xisi (yi — 9)%
POZNAMKA: Uvedeny vzorec neni v rozporu s tim, ktery jsme wvedli v souvislosti s Pear-

sonovym testem. Po vydélent citatele i jmenovatele vyrazem n — 1 dostaneme totéz.
Vyznam:

e Koeficient b; vypovida o trendu regresni piimky. Je-li by > 0 primka roste, pro b; < 0
klesa a v pripadé b; = 0 je vodorovna.

e Korelacni koeficient r nese informaci o tom, jak silna je vazba mezi daty x a y. Jeho
rozsah je r € (0, 1) aje li nulovy, veli¢iny x a y spolu nesouvisi — regrese nema vyznam.
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Je-li kladny pifmka roste, je-li zéporny, klesa. Cim vice se blizi 1 tim je vazba silnéjsi.
Pro r = +1 lezi datové body na regresni piimce.

PRIKLAD: (pokracovani) Podle zadani naeho p¥ikladu o produkci automobiléi bude
T=235 y=44, Sp=175 S, =08, Sz, =29, b =0.166, by =382, r=0.775

Predikce v bodech mé&Feni (nebo i kdekoliv jinde) uréime tak, Ze do odhadnuté regresni pfimky dosadime
pFislusna x
;i = bix; + by = 0.166x; +3.82, 1 =1,2,...,n
tj. 3.99, 4.15, 4.32, 4.48, 4.65, 4.82

Hodnota regresniho koeficientu = 0.775, stejn& jako smé&rnice regresni pfimky b1 = 0.166 potvrzuji,
Ze data maji tendenci ndristu. Regresni koeficient navic ukazuje, Ze data lze dosti dob¥e aproximovat
ptimkou (0.775 — 1).

*l* V programu Octave lze pro vypocet regresni pifmky pouzit funkeci

p = lin reg(x,y),
[b1,b0,r] = reg_desc(x,y),
ch = reg_info(x,y),

kde p=[b1,b0], Db1l,b0,r jsou parametry regresni primky, ch jestruktura s vysledky
a X,y jsou vybeéry.

8.2 Nelinearni regrese

Piimka je nejznaméjsi, nikoliv vSak jedinou funkci, kterou lze mérenymi body prokladat.
Jako dalsi si uvedeme polynomickou a exponencialni regresi. Dulezité pii tom je, abychom
dokézali vyjadrit zavisle proménnou y (nebo jeji funkei) jako skaldrni sou¢in parametru a
vektoru, jehoz slozky jsou funkce x. Tak dostaneme obecnou regresni rovnici

Ui = b frn (i) + b1 frn1 (i) + -+ 01 fi(i) + o + e = (32)
= ™, 7D ED 1] X o b, -+ b, bol + €5,
kde fr(x;) = irl(k), k=1,2,...,m, i=1,2,...,n jsou piislusné (zndmé) funkce z,
Ui, 1 =1,2,...,n je (zndmd) funkce y a symbol’ znaéi transpozici.

Koeficienty regresni piimky obdrzime takto:

e Sestavime rozsifenou datovou matici
S(m)  ~(m—1) (1)

glv Ty o, Iy y ey L7,
D = g27 '{iém)7 ‘%gmil)a SRR jé1)7 1
s, A



e Vypocteme matici V' = D'D, kde D’ zna¢i matici transponovanou.

e Rozdélime matici V'
_ VeV
= v
tak, ze V, = V/(1,1) je ¢islo, Vy,, = V(2 : n, 1) je sloupcovy vektora V, = V(2:n,2 : n)
je matice.

e Koeficienty regresni piimky jsou

b= [bm, b1, ... bo] = V.V, (33)

POZNAMKA: Vsimnéte si, Ze pro skaldrni pripad tento vzorec souhlasi s difve wvedenym.

PRIKLAD: (polynomidini regrese) Regresni pfimka m4 tvar
Y = bpx™ + b 12™ L .. 4 bz + by, (34)

ktery je vzhledem k parametriim linearni.

Datova matice bude

m m—1

Y1, xy, Xy oo Ty, 1
m m—

D: 3/27 1327 .’132 9 ceey .’EQ, 1
m m—1

yTM xn? xn 9 ceey 'rna 1

Dalsi postup podle obecného navodu vyse.

*I* V programu Octave lze pro polynomidlni regrese pouzit funkci
p = pol_reg(x,y,k),
kde p jsou parametry regrese, x,y jsou vybéry, k je stupen regresniho polynomu.

PRIKLAD: (exponencidlni regrese) Regresni pfimka m4 tvar
y = aexp{biz}, (35)
ktery je nelinedrni. Linearizujeme je logaritmovanim
Iny=Ina+bjz = g=bzx+ by, (36)

kde y =Iny a by = Ina.
Déle jiZ postupujeme podle obecného ndvodu.

POZNAMEKA: Pozor! Z linearizované regresni primky dostaneme logaritmy predikci Ing.
Skuteéné predikce jsou § = exp{lng}.
*l* V programu Octave lze pro polynomialni regrese pouzit funkci

p=exp_reg(x,y),

kde p jsou parametry regrese, x,y jsou vybeéry.
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9 Korelacni analyza  (Skripta str. 127-141)

V predchozi kapitole jsme ukazali, jak k danym vybérum x a y sestrojit regresni piimku.
Zéroven jsme konstatovali, ze korelacni koeficient r vypovida o kvalité regrese. Piesnéjsi
vyjadreni, zalozené na intervalech spolehlivosti a testech hypotéz, poskytuje korelacni
analyza.

Pro dalsi ivahy budeme predpokladat, ze skutecné existuje idedlni regresni primka y =
Bix + Py a ze nase regresni ptimka y = byx + by tuto idedlni primku odhaduje.

V tomto smyslu jsou b; a by bodovymi odhady (5, a Gy a predikce y; je odhadem hodnoty
idealni regresni primky v bodé x;.

POZNAMKA: Pro lepsi pochopeni je mozno si predstavit, Ze skutecnij proces generuje data
presné na primce (tj. je popsdn idedlni regresni primkou) a my tato data mérime s chybami. Ukolem
regresni analyzy je dobrat se pres zasuménd data ke skutecnému procesu.

9.1 Intervaly spolehlivosti (Skripta str. 136,138-139)

Tyto intervaly lze vyuzit pro ovéreni kvality regrese.

Interval pro (;

Je to interval se stiredem v by, ve které bude lezet (3; s pravdépodobnosti 1 — a.

Interval spolehlivosti:

Se
pr€b £ Tta/%

kde

Sy — 52 /S
Se = \/yy‘m“é/, a tqo je krit. hod. St(n —1)
n —

VYUZITI: obsahuje-li interval nulu, data nejsou prilis vhodnd pro linedrni regresi.

Interval pro hodnotu regresni primky

Pro opakované vybéry dostaneme ruzné regresni ptimky. Tento interval pro hodnoty y v
pevném bodé z, je intervalem, kterym bude prochézet (1 — «) x 100% vsech moznych re-
gresnich piimek.

Interval spolehlivosti:

1 (x,—7)?
c 4, + et — P
y(fﬂp) Yp s \/n + wa

Vyuziti: Cim $irsf je tento interval, tim méné vhodnd je linedrni regrese.

POzZNAMKA: Casto se wvddi celyj pds spolehlivosti, tvoreny intervaly na husté siti bodi x.

ole
-

V programu Octave Ize pro intervaly spolehlivosti v regresi pouzit funkci
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[is_e,is_p,pval_a,pval _r]=reg infe(x,y,xp,alpha,alt),

kde is_e,is_p jsou IS pro stfedni hodnotu a predikci, pval_a,pval_r jsou p-hodnoty
pro smérnici a korelacni koeficient, x,y vybéry, =xp pevny bod x, alpha hladina
vyznamnosti pro test, alt smérovani testu.

9.2 Testy hypotéz (Skripta str. 134-135,140)

Testy ovéruji vhodnost dat pro linearni regresi.

t-test korela¢niho koeficientu (Pearsonuv test)

Testujeme vhodnost linearni regrese. Statistikou je vybérovy korela¢ni koeficient 7.

Normované statistika: ,

n—2
Test je oboustranny, s Hy : "data nejsou vhodna pro regresi”.

POZNAMKA: Tento test jsme jiz uvedli mezi neparametrickymi testy.

F-test poméru vysvétleného a nevysvétleného rozptylu

Je velmi kvalitnim testem vhodnosti regrese, ktery lze pouzit i v piipadé vice nezavislych
proménnych. Jeho podstata je nasledujici:

Definujeme

celkovy soucet ¢tvercu odchylek dat od prumeéru

regresni soucet ¢tvercil odchylek predikei od prumeéru
i=1

rezidudlni soucet ¢tvercu odchylek dat od predikei (tj. od piimky)

n

Se = Z(yz - @1)2 = Syy - S:%y/s$$ = Sy - S@?'

=1

Celkovy soucet vypovida o rozptylenosti zmérenych dat bez ohledu na regresi. Regresni
soucet ¢tvercu ukazuje, kolik puvodniho rozptylu lze vysvétlit na zakladé regrese. Rezidualni
soucet vypovida o zbylém, tedy nevysvétleném, rozptylu.
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V tomto testu se uvazuje statistika

(n—2)5;

F:
Se

~ F(l,n—2),

coz je podil rozptylu vysvétleného regresi a nevysvétleného. Statistika ma rozdéleni F' se
stupni volnosti 1 a n — 2. Nulovou hypotézu Hy : ”data nejsou vhodné pro regresi” testujeme
pomoci pravostranného F-testu.

z-test nezavislosti rezidui

Pouzijeme Potadovy test nezavislosti podle odstavce [7.2.

*l* V programu Octave lze pro testy v regresi pouzit funkeci
[is_a,is_e,pval_a,pval_r] = reg infe(x,y,xp,alpha,alt),
[pval,t,df] = t_test_reg(x,y,alt),
[pval, F, df _num, df_den] = f_test_reg(x,y),
[pval,z] = wztest(x)

kde 1is_a,is_e jsoulIS, pval je p-hodnota testu, t,F,z statistiky, df stupné

volnosti, x,y vybéry, xp pevny bod x, alpha hladina vyznamnosti pro test,
alt smérovani testu.
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10 Analyza rozptylu (ANOVA)

Podobné jako korelacni analyza, kterd z rozboru celkového rozptylu dat déla zaveéry o
funkei regrese, pracuje i analyza rozptylu (ANalysis Of VAriance) z celkovym rozptylem
dat, rozklada jej do jednotlivych t¥id a déld zavéry o téchto tiidach.

10.1 ANOVA pri jednoduchém tridéni

Uvazujeme nékolik podobnych zdroju dat a chceme se presvédcit, ze vSechny tyto zdroje
funguji stejné, tj. pruméry dat zmérenych na jednotlivych zdrojich jsou stejné. Postup testu
uvedeme podle ptikladu.

PRIKLAD: Testujeme t¥i automobily stejné znatky pro zévod do vrchu. Vlivem nestejnych podminek
(rGzni ¥idi¢i, povrch vozovky, atd.) se namé&¥ené Casy lisi. Nasim tkolem je zjistit, zda rozdily v riiznych
primérnych &asech p¥i opakovanych jizdach jsou zpiisobeny rozdilnou kvalitou automobild nebo je Ize
p¥ic¢ist na vrub ndhodnym vlivim. Data, kterd jsme namé¥ili, jsou v tabulce

Casy p¥i opakovanych jizdch automobilii (min)
automobil 1 | 532 524 547 4908 5.16
automobil 2 | 5.88 531 486 5.45 5.12
automobil 3 | 5.32 421 544 533 524

Oznacime:
a pocet tiid (automobilu), n pocet méteni,
T; = [T14, Tay, . .., Tny] data od jednotlivych automobilu,

T; = % i1 2j; prumeéry dat od jednotlivych automobilu,

1

52 = ﬁ > (T — 7;)? vybérové rozptyly dat jednotlivych automobilt,

T = % ¢ | T; prumér z prumeéru pro jednotlivé automobily,
prot=1,2,...,a.
Definujeme:

rozptyl mezi tfidami sZ je vybérovy rozptyl jednotlivych pruméru

L S@ -,

=1

a—1

rozptyl uvniti t¥id s% je prumér jednotlivych vybérovych rozptyli

1 a
2 E: 2
a3
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Statistika pro test je ddna podilem

2
o SE

~ F(a—1 -1
2F ~Fla—La(n-1)

coz je podil rozptylu vysvétleného tiidami a rozptylu nevysvétleného. Statistika ma rozdéleni
F' se stupni volnosti a — 1 a a(n — 1).

Nulova hypotéza Hy: "stiedni hodnoty tiid jsou stejné”. Test je pravostranny.

PRIKLAD: (dokoné&eni)V nasem p¥ikladé o zivodnich automobilech je
a=3; n=2>5; priméry 7; : 5.23, 5.32, 5.11;  rozptyly s? : 0.033, 0.145, 0.257.

rozptyl mezi tfidami  s2 = 0.0118; rozptyl uvnit¥ t¥id 32P = 0.145.

T

Statistika: F,, = X008 — (.405

p-hodnota: p, = P(F > F,) = 0.676
p¥i pouZiti rozd&leni F(a — 1,a(n — 1)) = F(2,12).

Zavér testu: automobily jsou stejné.

ole
-

V programu Octave lze pro analyzu rozptylu s jednoduchym tridénim pouzit funkci
pval = anova(x),

kde pval je p-hodnota, x data (matice se skupinami ve sloupcich).

10.2 ANOVA pri dvojném tridéni

Uvazujeme podobné jako v predchozim nékolik zdroju dat. Rozdil je v tom, ze na tyto zdroje
mohou mit vliv jesté dalsi faktory. Cilem je urcit, zda rozdily v datech je mozno vysvétlit
vlivem téchto dalsich faktoru, nebo zda zdroje jsou skuteéné ruzné.

PRIKLAD: Testujeme t¥i automobily stejné znatky pro zavod do vrchu a mame k dispozici p&t
Fidi¢d. KaZdého z ¥idi¢l nechame vyjet zavodni drdhu se viemi automobily a zaznamename jejich &asy.
Ty jsou uvedeny v tabulce

Casy pfi jizdach automobilii (min)
‘ Fidi¢ 1 ¥idic 2 ¥idic 3 Fidic 4 Fidic b
automobil 1 | 5.32 5.24 5.47 4.98 5.16
automobil 2 | 5.88 5.31 4.86 5.45 5.12
automobil 3 | 5.32 4.21 5.44 5.33 5.24

Nasim tkolem je zjistit, zda rozdily v riiznych priimérnych &asech p¥i jizdach automobili jsou zpiisobeny
rozdilnou kvalitou automobili nebo je Ize pFi¢ist na vrub rozdilim mezi ¥idici.
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POZNAMKA: V prikladé pro jednoduché tridéni jsme se snazili rozdilnosti v ¢asech vysvétlit
pouze rozdilnosti automobilu. Nyni rozdily v ¢asech vysvétlujeme jednak rozdilnosti automobilu, ale
také rozdilnosti Tidici.
Oznacime:

a pocet automobilu, b pocet Tidict,

x;; je cas i-tého automobilu s j-tym fidicem

Tej = %Z?:l x;; je prumeérny cas j-tého fidice (pfes vSechny automobily),

Tie = %2221 x;; je prumeérny cas i-tého automobilu (se vSemi fidici),

T je celkovy prumeérny cas z celé tabulky.

Definujeme:

rozptyl mezi primeéry automobili

b za:(fz. — 5)27

i=1

2
S =
47 a1

rozptyl mezi prameéry ridica

rezidudlni rozptyl (uvniti t¥id)

a

1 b _
82:— xi'_Tio_To'—i_Tza
" e Do s

ktery je vypocten z reziduf — rozdilu mezi daty z;; a jejich predpovedmi Z; ;, kde

i'i,j - % + (TZ'. - %) + (T.j - %)
celkovy prumeér efekt auta efekt fidice

Statistika pro test automobilii je ddna podilem

2
Fa=22 ~Fla—1,(a—1)(b-1)),
SR

coz je podil rozptylu vysvétleného rozdily v automobilech a rozptylu nevysvétleného.
Statistika ma rozdéleni F' se stupni volnosti a —1 a (a — 1)(b— 1).

Nulova hypotéza Hy: "stfedni hodnoty pro automobily jsou stejné”. Test je pravostranny.
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Statistika pro test fidi¢i je dédna podilem

Fs=25 ~F(b-1,(a—1)b-1)),
coz je podil rozptylu vysvétleného rozdily v tidi¢ich a rozptylu nevysvétleného. Statistika
maé rozdéleni F' se stupni volnosti b—1a (a —1)(b—1).

Nulova hypotéza Hy: "stredni hodnoty pro fidice jsou stejné”. Test je pravostranny.

POZNAMKA: Na prond pohled by se mohlo zddt, ze ANOVA s dvojnym tiidénim provddi
pouze dva paralelni testy pro dvé veliciny, které maji vliv na sledovand data. Neni to vsak pravda.
V kazdém z obou testu se berou v vvahu vlivy obou velicin. To co jsme ditve museli prohldsit za
nevysvétleny rozptyl (ktery byl treba proti vysvétlenému prilis veliky), lze nyni vysvétlit pomoci druhé
veliciny. Tim se nevysvétleny rozptyl zmensi a test mize dopadnout zcela jinak.

PRIKLAD: (dokonéeni) V nagem p¥ikladé o zavodnich automobilech je
a=3, b=25,

priméry pro automobily T;, : 5.23 5.32 5.11,

priméry pro fidi¢e T,; : 5.51 4.92 5.26 5.25 5.17.

rozptyl mezi automobily % = 0.059, rozptyl mezi ¥idi¢i  s% = 0.132,

rezidudIni rozptyl s% = 0.152.
Statistika: F,: = 0.388, p-hodnotag,; = 0.69
Statistika: F};y = 0.874, p-hodnota,;q = 0.52
Z3avér testu: ani automobily ani ¥idi¢i nejsou odli3ni.
*l* V programu Octave lze pro analyzu rozptylu s dvojnym tifdénim pouzit funkci

[pv_col, pv_row] = anova 2(x),

kde pv_col, pv_row jsou p-hodnoty, x data (matice s prvnim faktorem ve sloupcich
a druhym faktorem v fédcich).
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11 Analyza hlavnich komponet

Tato tloha provadi transformaci mérenych dat na mensi pocet tzv. fiktivnich dat tak, aby
vétsina informace obsazena v puvodnich datech zustala zachovéna. Jedna se tedy o tlohu
redukce dat, potfebnych pro popis sledovaného znaku.

PRIKLAD: Stav dopravni oblasti Ize urlovat na zadkladé detektord, umisténych v blizkosti
kfizovatek oblasti. Tyto detektory jsou vétSinou umistény v kazdém dopravnim pruhu a &asto v nékolika
vzdalenostech od k¥izovatky. Je zfejmé, Ze takovych méFicich mist je v oblasti velké mnoZstvi. P¥itom ale,
informace kterou nesou musi byt zavisld — nap¥. u dvou detektorli postavenych za sebou jsou signaly jen
zpozdéné. Nasim cilem je redukovat "skute¢né detektory” oblasti na mensi polet " fiktivnich detektorl”,
které obdrZime " kombinaci skute&nych detektorid”. P¥itom poZadujeme, aby tyto fiktivni detektory nesly
témé¥F stejnou informaci o stavu oblasti, jako detektory skuteéné.

V nésledujicich odstavcich uvedeme dva mozné zpusoby jak zminénou redukci provést.
Budeme se pfi nich opirat o rozklad matice pomoci vlastnich a singularnich ¢isel. Proto
nejprve struéné uvedeme ty vysledky, které budeme déle potiebovat.

Definice 11.1 (Rozklad pomoci vlastnich ¢isel)

Pro pozitivné definitni, symetrickou matici R existuje rozklad
R=V LV (37)
kde

L je diagonalni matice s diagonalou tvofenou vlastnimi ¢isly matice R,

V' je c¢tvercovd matice jejich sloupce jsou tvoreny vlastnimi vektory matice R,
odpovidajicmi vlastnim ¢islum matice L.

Matice V je ortogonalni, tj. plati proni V' V' = V'V = [ s jednotkovou matici I. Z vlastnosti
ortogonalita plyne, Ze plat{ V! =V’

*l* V programu Octave lze pro tento rozklad pouzit funkci

[V,L1=eig(R).

Definice 11.2 (Rozklad pomoci singuldrnich ¢isel)

Pro matici D typu N x n existuje rozklad
D=USV, (38)
kde

U, resp. S, jsou ortogonalni matice typu N x N, resp. n X n,
S je matice typu N X n, kterd ma na hlavni diagondle tzv. singularni ¢isla matice D a
jinak samé nuly.

Pokud v matici S vynechdme nulové fadky a sloupce matic U a V, které by se v soucinu
"potkali” s nulami matice S, budou mit matice U, S a V rozméry N xn,n xn an xn. Ty
nazyvame zkracené vyjadreni rozkladu.
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*I* V programu Octave lze pro tento rozklad pouzit funkci

[U,S,V]=svd(D).

11.1 Rozklad kovarianéni matice

Prvni zpusob, ktery uvedeme je zalozen na rozkladu vybérové kovarianéni matice dat podle
(37). V ¢asovych okamzicich t = 1,2,..., N méfime datovy vektor

dt - [dl;t> d2;t7 ) dn;t]a

napt. udaje z detektoru podle zminéného prikladu.

Meérené datové vektory sestavime do datové matice D, resp., centované datové matice D,

dl dl;l dQ;l s dn;l dl - g

d dvo dys ... d, dy —d
p=| |=] " ™ o resp, De=| . ,

dN dl;N dQ;N s dn;Na dN - g

kde d je vektor vybérovych pruméra d = % >N d,.
Déle urcime vybérovou kovarianéni matici dat
R - - 1

> (dy—d)(d, —d) =

t=1

R:

D.D,,

n—1 n—1

kterou rozlozime podle (37) takto
R=VLV,
kde

V' je matice typu n x n, kterd ma ve sloupcich vlastni vektory matice R,
L je diagonalni matice stupné n s vlastnimi ¢isly matice R na diagonale.

Zavedeme transformaci dat

g: = (dy —d) V' nebo maticove G = D,V,

kde matice G ma za radky transformovana data ¢;, t =1,2,..., N.

Snadno lze ukézat, ze kovarianéni matice transformovanych dat G je diagonalni a na
diagondle ma vlastni ¢isla kovariancéni matice R

1
GG =
n—1 n—1

V'DID.V =V'RV =V'(VLVV =L,

protoze matice V' je ortogonalni, tj. plati V'V = I, kde I je jednotkova matice.

Nové (transformovand) data jsou tedy navzajem nezavisld a maji vybérové rozptyly rovny
vlastnim ¢islum matice R.
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Kovarian¢ni matici dat (podobné jako rozptyl u regresni analyzy nebo analyzy rozptylu)
chceme nyni vysvétlit. Protoze transformované datové veli¢iny jsou nezavislé, vysvétluji ko-
varianéni matici samostatné, kazdd zvlast svym vlastnim rozptylem. Pokud jsou datové
veli¢iny zavislé, projevi se to tim, ze nékteré transformované veliciny budou mit rozptyly
vzhledem k ostatnim velmi malé. Tyto veliciny pak muzeme vynechat a pracovat jen s témi,
které mély rozptyl vétsi. Piitom vétsinou pozadujeme, aby bylo vysvétleno napt. 99% celé
kovarian¢éni matice.

Prakticky postupujeme napt. takto:

1. Vlastni ¢isla (prvky na diagondle matice L) usporaddme podle velikosti od nejvétsiho
k nejmensimu.

2. Stejnym zpusobem, jako jsme piehazovali vlastni ¢isla, prehdzime i vlastni vektory, tj.
sloupce matice V.

3. Vlastni ¢isla normujeme tak, aby jejich soucet byl roven jedné.

4. Postupné sc¢itame normovana vlastni ¢isla od nejvétsiho a hliddme, kdy jejich soucet
prekroci stanovenou hranici (napf. 0.99).

5. Jako nové proménné vezmeme ty transformované velic¢iny, jejichz rozptyly jsme v
predchozim kroku poscitali.

PRIKLAD: Zmé&ili jsme 1000 vzorki dopravnich dat (intenzity a hustoty dopravniho proudu ve
strahovském tunelu). Kazdé mé&Feni zahrnovalo 5 hodnot. Urili jsme kovarianéni matici dat

87.7 419 224 2024 23.5

419 350.1 6.1 959 8.5

R = 224 6.1 9.0 68.3 6.9
2024 959 68.3 2194.0 53.7

23.5 85 6.9 53.7 10.6

Jejirozklad R=V LV’ je

2222.2 0 0O 0 O 0.096 0.111  0.921 —-0.349  0.093

0 348.8 0O 0 O 0.063 0991 -0.119 0.015 -0.009

L= 0 0 736 0 O V=003 0013 023 039 —0.887
0 0 0 42 0 0.993 —-0.065 —0.097 —-0.002  0.008

0 0 0 0 26 0.025 0.023 0.271  0.849 0.452

Normovana vlastni &isla a jejich kumulativni soudet jsou
Lyorm = [0.975 0.024 0.001 3.5¢ — 6 1.3¢e — 6] a Leym =1[0.9750.999 1 1 1].

Z vektoru Ley, je patrné, Ze pro pokryti 99% celé kovarian&ni matice posta&i uvaZovat prvni dvé
transformované promé&nné. Ozna&ime-li D, matici 1000 x 5 s plvodnimi centrovanymi prom&nnymi
dy,...ds ve sloupcich, G} matici 1000 x 2 vybranych transformovanych proménnych g, 1, g,2 a matici
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V. jako submatici matice V' obsahujici prvé dva sloupce (tj. vlastni vektory odpovidajici vybranym
vlastnim &islim) bude platit

0.096  0.111
0.053  0.991
Gy =D Vy = e, dea, des, des, des] | 0032 0.013
0.993 —0.065
0.025  0.023

Odtud je také patrno, jak jsou plvodni promé&nné kombinovdny. g,.1 je tvofena prevazné ze &tvrté a g, o
z druhé pivodni veli¢iny. V tomto p¥ipadé Ize tedy misto s dvéma transformovanymi veli¢inami pracovat
s druhou a &tvrtou pivodni veliginou. Ostatni jiZ mnoho nové informace nenesou.

11.2 Rozklad datové matice

Jiny zpusob, jak provést redukci dat piimo ve spojeni s regresni analyzou téchto dat, je
zalozen na rozkladu datové matice pomoci tzv. SVD (Singular Value Decomposition) rozk-
ladu (38). Uvazujme regresi prot =1,2,..., N

y; = di0 + ¢, mnebo maticove Y =D+ E, (39)
kde
n dii ... dos 0 €1
y — Y2 . D= : . - 0 . E= €2
YN dl;N R dn;N 971 en

Datovou matici D typu N x n rozlozime podle (38)
D=USYV, (40)

kde

U, resp. V, jsou ortogonalni matice typu N x N, resp. n X n,

S je matice typu N x n, kterd ma na hlavni diagondle singularni ¢isla matice D a jinak
nuly.

Dosadime-li tento rozklad do regresni rovnice (39), dostaneme
Y=(US) (Vo) + E,

kde US = DV’ (protoze V1 = V' - ortogonalita) a Vf = 6 jsou modifikované parametry.

Nyni je situace obdobnda jako pro vlastni ¢isla kovarianéni matice dat. Jsou-li da-
tové veliciny zavislé, budou nékterd singularni ¢isla mala a lze je nahradit nulami. Pocet
nenulovych singuldrnich ¢isel oznac¢ime r. Jestlize v regresni rovnici vynechdame sloupce a
fadky jednotlivych matic, které by po vyndsobeni byly stejné nulové, bude (ponechdme
stejné nazvy)

U ortogonalni matice typu N x r,
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S diagonalni matice typu r X r a
V' ortogondlni matice typu r x n.

Vektor = V 0 dimenze r piedstavuje transformované parametry regrese a matice G = U S
typu N X r transformovand data. S vyuzitim rovnice (40) pro rozklad datové matice a
skutecnosti, ze matice V je ortogondlni, a tedy plati V=1 = V', lze psat US = DV’
Matici transformovanych dat G lze tedy vyjadrit také jako transformaci puvodnich dat D s
transformaé¢ni matici V', tj.

G=DV'" typu N xr tedysr <n proménnymi.
Tento model lze odhadovat podle nasledujiciho algoritmu:

1. Z namétenych dat sestavime vektor Y a datovou matici D.
2. Matici D rozlozime: D =U SV.
3. Rozhodneme, kterd singuldrni ¢isla ponechdme (pocet oznacime ) a ktera zanedbame.

4. Provedeme redukci matice V' tak, ze v ni ponechame je r sloupcu, které odpovidaji
nenulovym singuldrnim éislum.

5. Pro odhad modelu pouzijeme vektor Y a transformovanou datovou matici G.
Pro odhad nebo predikci z dalsich dat (pro t = N + 1, N + 2,...) lze predpokladat, ze

transformaé¢ni matice V' se ”prilis neméni” a pouzivat ji i dale. Obc¢as je mozno ji pro nova
data prepocitat opét podle uvedeného algoritmu.
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