8  Vretená
19.10.05
8.1  Definícia Vreteno so stredmi a, b, a ( b a s polomerom r ( 0 je množina priamok roviny



V ( V(a,b,r) ( {p(G1(E2)( p(O(a,r) ( (, p(O(b,r) ( (}.

8.2  Poznámky 

1. Priamka ab je prvkom vretena V(a,b,r). Nazýva sa centrálna priamka vretena. 

2. Iné vyjadrenia podmienky p(V(a,b,r) sú:




d(p,a) ( r  a  d(p,b) ( r
resp.



p ( a(b(, a( ( b(,  d(a(,a) ( r  a  d(b(,b) ( r.

8.3  Lema Pre každé tri body a ( b, c(ab a pre každé číslo ((0 existuje také ((0, že každá priamka p z vretena V(a,b,() pretína okolie O(c,() bodu c.

Dôkaz: Nech ( je zatiaľ ľubovoľné kladné. Vyjadrime c ( a ( t(b ( a), t(R. Nech priamka p( pretína okolia O(a,() a O(b,() v bodoch a( a b(. Pre bod c( ( a( ( t(b( ( a() zrejme platí


(c( ( c( ( ((a( ( a) ( t((b( ( b) ( (a( ( a)(( ( (a( ( a( ( (t(((b( ( b( + (a( ( a(( ( ((1 ( 2(t().

Pre ( ( (/(1 ( 2(t() platí d(c, c() ( (c( ( c( ( (, preto c(( p((O(c,().
(
8.4  Lema a) (Základná lema o vretenách) Pre každé dva rôzne body a(, b( ležiace na priamke z vretena V(a,b,r) existuje vreteno V(a(,b(,r() obsiahnuté vo vretene V(a,b,r).

b) Pre každé dva rôzne body a, b priamky p(V(a1,b1,r1)(V(a2,b2,r2) existuje také r(0, že V(a,b,r) ( V(a1,b1,r1)(V(a2,b2,r2).

Dôkaz: a) Podľa predchádzajúcej lemy existujú také čísla (1, (2 ( 0, že každá priamka z vretena V(a(,b(,(1) pretína kruh O(a,r) a každá priamka z vretena V(a(,b(,(2) pretína kruh O(b,r). Teraz stačí vziať r( ( min((1, (2) a pripomenúť definíciu vretena V(a(,b(,r().

b) Tvrdenie vyplýva z a).
 (
8.5  Veta a definícia Množina všetkých vretien v rovine tvorí bázu na množine G1(E2) všetkých priamok roviny. Takto vzniká obvyklá topológia na G1(E2).

Dôkaz: Podmienka (B1) z definície 4.1je zrejme splnená. Splnenie podmienky (B2) vyplýva z lemy 8.4b.
(
8.6  Veta a) Množina všetkých priamok, ktoré pretínajú otvorenú množinu roviny, je otvorená množina v priestore G1(E2).

b) Množina všetkých priamok roviny, ktoré nepretínajú uzavretý kruh, je otvorená v G1(E2).

Dôkaz: a) Nech priamka p ( ab pretína otvorenú množinu A(E2 v bode c. Existuje také ((0, že O(c,()(A. Ďalej sa použije lema 8.3.

b) Nech priamka p nepretína uzavretý kruh K so stredom a a s polomerom r. Vtedy je vzdiale​nosť d ( d(a,p) väčšia ako r, teda číslo ( ( d ( r je kladné. Zvoľme karteziánsku sústavu súradníc tak, že priamka p je os x a a ( (0,d). Uvážme body b ( ((d,0) a c ( (d,0). Pre ľubovoľné body a( ( (a1,a2) ( K, b( ( (b1,b2) ( O(b,(), c( ( (c1,c2) ( O(c,() platí


b1 ( (d(( ( (r ( a1 ( r ( d(( ( c1 , 

čiže b1 ( a1 ( c1. Podobne b2, c2 ( ( a a2 ( d(r ( (. Preto body a(, b(, c( sú nekolineárne, teda žiadna priamka z okolia V(a,b,() priamky p nepretína kruh K.
(
8.7  Veta Pre každé dve navzájom rôzne priamky roviny existujú dve disjunktné vretená, obsahujúce vždy jednu z daných priamok. To znamená, že G1(E2) je hausdorffovský priestor.

Dôkaz: Nech p ( ab a p( ( a(b( sú dve rôzne priamky, pričom a ( a(. Označme 


r ( ½ min(d(a, a(), d(a, p(), d(a(, p)),  A ( O(a,r)  a  B ( O(a(,r). 

Množiny 


U ( (q(G1(E2) ( q ( A ( (, q ((B ( (( a V ( (q(G1(E2) ( q ( B ( (, q ((A ( ((
sú podľa vety 8.6a,b otvorené. Zrejme sú disjunktné a zrejme p(U a p((V.
(
8.8  Označme ( ( ((a,b)(E2(E2( a ( b( a (: (E2(E2 ( (( ( G1(E2), (a,b) ( ab.

Geometricky povedané, ((a,b) je spojnica navzájom rôznych bodov a, b. Zobrazenie ( je zrejme surjektívne. Pre 0 ( r ( ½ d(a,b) máme ďalší opis vretena:

(8.1)

V(a,b,r) ( ((O(a,r), O(b,r)).

8.9 Veta Zobrazenie (: (E2(E2 ( (( ( G1(E2), ktoré dvojici rôznych bodov roviny priraďuje ich spojnicu, je spojité.

Dôkaz: Veta vyplýva z rovnosti (8.1).
(
8.10 Veta Nech X je topologický priestor. Zobrazenie f: G1(E2) ( X je spojité, ak je spojité zobrazenie f◦(: (E2(E2 ( (( ( X.

Dôkaz: Nech p ( ((a,b) je ľubovoľná priamka z G1(E2) a nech U je ľubovoľné okolie bodu f(p) v X. Pretože zobrazenie f◦( je spojité, existujú také okolia O(a,r) a O(b,r), že f◦((O(a,r), O(b,r)) ( U. Z rovnosti (8.1) vyplýva, že f(V(a,b,r)) ( U.
(
8.11 Veta Množina všetkých priamok roviny, ktoré nie sú rovnobežné s danou priamkou, je otvorená.

Dôkaz: Na priamke p ( ab , ktorá nie je rovnobežná s priamkou p0, zvoľme body a, b tak, aby ležali vnútri navzájom opačných polrovín určených priamkou p0. Číslo r(0 zvoľme tak, aby kruhové okolia O(a,r) a O(b,r) nepretínali priamku p0. Vtedy vreteno V(a,b,r) je okolím priamky p a každá jeho priamka je rôznobežná s priamkou p0.
(
8.12 Nech Uy je množina všetkých priamok roviny, ktoré nie sú rovnobežné so súradnicovou osou y. Každú priamku p(Uy môžeme jednoznačne reprezentovať jej smernicovou rovnicou



p: y ( kx ( q.

Takto vznikla funkcia k: Uy ( R a zobrazenie



hy: Uy ( R2, (p: y ( kx ( q) ( (k, q)

Zobrazenie hy je zrejme bijektívne.

Podobne pre množinu Ux všetkých priamok roviny, ktoré nie sú rovnobežné so súradnicovou osou x, definujeme zobrazenie hx: Ux ( R2, (p: x ( ly ( r) ( (l, r).

8.13 Veta Zobrazenia hy: Uy ( R2 a hx: Ux ( R2 sú spojité.

Dôkaz: Dokážeme spojitosť zobrazenia hy. Nech  (k0, q0)( R2 je ľubovoľný bod a nech ((0. Priamka p0 ( hy(1(k0, q0) má rovnicu y ( k0x ( q0 a je určená bodmi a ( (0, q0) a 
b ( (1, k0 ( q0). Smernice všetkých priamok z vretena V(a,b,¼) sú zhora ohraničené, teda k ( ( pre vhodné kladné číslo (. Položme 
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Dokážeme, že pre každú priamku p: y ( kx ( q z vretena V(a,b,() je (k ( k0( ( ( a (q ( q0( ( (.


Pre každú priamku p(V(a,b,() platí
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Posledná nerovnosť vyplýva z inklúzie V(a,b,() ( V(a,b,¼). Preto 


(q ( q0( ( (((1 ( (2) ( ½(, čiže (q ( q0( ( ½(.


Pre každú priamku p(V(a,b,() platí
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8.14 Veta Zobrazenie hy(1: R2 ( Uy a hx(1: R2 ( Ux sú spojité, teda zobrazenia hy: Uy ( R2 a hx: Ux ( R2 sú homeomorfizmy.

Dôkaz: Dokážeme spojitosť zobrazenia hy(1. Nech je daná priamka p0 s rovnicu y ( k0x ( q0 a nech ((0. Priamka p0 je určená bodmi a ( (0, q0) a b ( (1, k0 ( q0). Položme ( ( ½(. Dokážeme, že každá priamka p s rovnicou y ( kx ( q, ktorej koeficienty k, q spĺňajú podmienky


(k ( k0( ( (  a  (q ( q0( ( (,

leží vo vretene V(a,b,(), čiže spĺňa podmienky d(a,p) ( ( a d(b,p) ( (.


Pre priamku p platí
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8.15 Definícia n-rozmerná topologická varieta (skrátene iba varieta) je hausdorffovský topologický priestor, ktorého každý bod má okolie homeomorfné s otvorenou množinou v Rn. Takýto homeomorfizmus sa nazýva (n-rozmerná) lokálna sústava súradníc na uvažovanom topologickom priestore.

8.16 Príklady Euklidovský priestor Rn, disk Dn a sféra Sn sú n-rozmerné variety: Pre Rn a Dn vystačíme s jedinou mapou ( identické zobrazenie na Rn resp. vloženie podmnožiny Dn do Rn. Pre Sn musíme vziať aspoň dve mapy, povedzme stereografické projekcie z dvoch navzájom protiľahlých bodov sféry. Guľa Bn nie je varieta, bránia tomu body hraničnej sféry.

Otvorená množina variety je varieta.

8.17 Veta Priestor všetkých priamok roviny je dvojrozmerná varieta.
(
8.18 Príklad Dá sa dokázať, že topologický priestor G1(E2) je homeomorfný s Möbiovým listom, čo je plocha vznikajúca z obdĺžnika (0,1(((0,1) pri stotožnení opačne orientovaných bočných strán, t.j. bod (0,y) sa stotožní s bodom (1,1(y) pre každé y((0,1). (Pozri príklad 9.10c) Möbiov list môžeme vymodelovať z prúžka papiera, ktorý najprv jedenkrát prekrútime a potom zlepíme jeho kratšie strany. (Výsledok pripomína nešikovne zapnutý opasok.)

8.19 Veta Množina všetkých priamok roviny, ktoré prechádzajú jedným bodom
, je ako podpriestor v G1(E2) homeomorfná s jednorozmernou sférou S1, teda s kružnicou.

Dôkaz: Množinu všetkých priamok roviny prechádzajúcich bodom a označíme Z(a). V rovine zvoľme takú karteziánsku sústavu súradníc, že a ( ((1,0) a definujme zobrazenie 


(: Z(a) ( S1, 

ktoré každej priamke zväzku Z(a), ktorá nie je rovnobežná s osou y, priradí jej priesečník s kružnicou S1: x2 ( y2 (1 ( 0 rôzny od bodu a a priamke p0: x ( 1 ( 0 priradí bod a. Ukážeme, že toto zobrazenie je homeomorfizmus.


Zobrazenie ( je zrejme bijektívne. Jeho spojitosť dokážeme na základe tvrdenia z úlohy 6.7a: budeme dokazovať spojitosť zobrazenia ( zúženého na otvorené podpriestory Z(a)(Uy a Z(a)(Ux zväzku Z(a). Priamka p( Z(a)(Uy je rôzna od p0 a má rovnicu 
y ( kx + k. Jej  priesečník ((p) s kružnicou S1 rôzny od bodu a je teda bod 

(8.2)
((p) ( 
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Obraz množiny Z(a)(Uy v homeomorfizme hy: Uy ( R2 je podpriestor Y( R2 vyjadrený rovnicou k ( q ( 0. Zo vzťahu (8.2) vidíme, že zobrazenie ( ( (◦(hy(Z(a)(Uy)(1: Y ( S1 je spojité. Preto je spojité aj zobrazenie ((Z(a)(Uy ( (◦(hy(Z(a)(Uy).


Spojitosť zobrazenia ((Z(a)(Uy sa dokáže podobne.


Namiesto dokazovania spojitosti zobrazenia ((1: S1 ( Z(a) uvážme sféru S so stredom v bode a a s polomerom 1. S je zrejme uzavretá a ohraničená množina v rovine R2 a zväzok Z(a) je jej obraz v spojitom zobrazení S ( G1(E2), x ( xa. Priestor Z(a) je podľa vety 8.7 zrejme hausdorffovský, preto z vety 7.6 teraz vyplýva, že ( je homeomorfizmus.
(
8.20 Úlohy

1. Dokážte, že množina všetkých navzájom rovnobežných priamok roviny
, teda množina všetkých priamok rovnobežných sa danou priamkou, je homeomorfná s R1.

2. Nech P ( ((p,q)(G1(E2)(G1(E2)( p (( q(. Dokážte:

a) Množina P je uzavretá v priestore G1(E2)(G1(E2).

b) Zobrazenie (: (G1(E2)(G1(E2) ( P( ( E2, ktoré dvojici rôznobežných priamok (p,q) priraďuje ich priesečník, je spojité.

3. Dokážte:

a) Zobrazenie E2(G1(E2) ( E2, ktoré dvojici (a,p) priraďuje kolmý priemet bodu a do priamky p, je spojité.

b) Vzdialenosť bodu od priamky je ako zobrazenie E2(G1(E2) ( R spojitá funkcia.

c) Zobrazenie E2(G1(E2) ( G1(E2), ktoré dvojici (a,p) priraďuje kolmicu vedenú bodom a na priamku p, je spojité.

d) Zobrazenie E2(G1(E2) ( G1(E2), ktoré dvojici (a,p) priraďuje rovnobežku k priamke p vedenú bodom a, je spojité.

4. Dokážte: Množina všetkých priamok roviny, ktoré prechádzajú daným bodom, je uzavretá.

5. Dokážte:  

a) Limita postupnosti priamok p1, p2,... idúcich bodom a prechádza bodom a.

b) Postupnosť priamok p1, p2,... idúcich bodom a konverguje k priamke p0 idúcej bodom a práve vtedy, keď lim (pnp0 ( 0.

c) V rovine nájdite divergentnú postupnosť priamok p1, p2,... a priamku p0, tak, aby 
lim (pnp0 ( 0.

6. Dokážte:  

a) Limita postupnosti navzájom rovnobežných priamok je rovnobežná s každou priamkou postupnosti.

b) Postupnosť navzájom rovnobežných priamok p1, p2,... konverguje k priamke p0 rovnobežnej s priamkami postupnosti práve vtedy, keď lim d(pn, p0) ( 0.

c) V rovine nájdite divergentnú postupnosť priamok p1, p2,... a priamku p0, tak, aby 
lim d(pn, p0) ( 0.

7. a) Presvedčite sa, že prostredníctvom vretien možno definovať topológiu na množine G1(En) všetkých priamok n-rozmerného euklidovského priestoru.

b() Pokúste sa definovať „vreteno“ V(a1,..., ak(1, r) v priestore Gk(En) všetkých k-rozmerných podpriestorov euklidovského priestoru En tak, aby v ňom vznikla topológia zovšeobecňujúca prípad k ( 1, n ( 2.

9  Faktorizácia
9.1  Pripomeňme, že každá ekvivalencia na množine X indukuje rozklad množiny X na trie​dy ekvivalencie. Triedu ekvivalencie reprezentovanú prvkom x(X budeme označovať symbo​lom (x( a množinu všetkých tried ekvivalencie ( symbolom X/(. Teda X/( ( ((x(( x(X(. Množina X/( sa nazýva faktorová množina množiny X podľa ekvivalencie (. Súčasne s ňou vzniká kanonická projekcia p: X ( X/(, x ( (x(, ktorá je zrejme surjektívnym zobrazením.

9.2  Dohovor Nech ( je ľubovoľná relácia na X daná predpisom F. Pod ekvivalenciou (( danou predpisom F rozumieme najmenšiu ekvivalenciu na X, ktorá obsahuje
 reláciu (. Ekvivalenciu (( budeme spravidla zjednodušene označovať opäť symbolom (.

9.3  Príklady 1. K relácii ( na intervale (0,1( danej predpisom 0(1 je odpovedajúca ekvivalencia (( podrobne vyjadrená takto:



x (( y ( x ( y alebo (x ( 0 a y ( 1) alebo (x ( 1 a y ( 0).

2. Zobrazenie f: X ( Y indukuje ekvivalenciu f na X danú predpisom xfy ( f(x) ( f(y). 

Zobrazenie f: X ( Y indukuje zobrazenie 

(9.1)

X/f ( Y, (x( ( f(x)

ktoré je zrejme injektívne. Zobrazenie f: X ( Y je teda vyjadrené ako kompozícia zobrazení 
X ( X/f ( Y, x ( (x( ( f(x), pričom prvé je surjektívne a druhé injektívne.

3. Podmnožina A množiny X indukuje ekvivalenciu na X danú predpisom x(y ( x, y(A. Jej úplné vyjadrenie je



x ( y ( x, y(A alebo x ( y.

Faktorovú množinu X/( v tomto prípade označujeme X/A a hovoríne, že vznikla stiahnutím resp. kolapsom množiny A do jedného bodu.

4. Pre faktorovú množinu (0,1(/( z príkladu 9.3.1 platí (0,1(/( ( (0,1(/(0,1(.

9.4  Veta a definícia Nech ( je ekvivalencia na topologickom priestore (X, T). Potom množina T( ( (A(X/(( p(1(A)( T ( je topológia na faktorovej množine X/(. 

Topológia T( sa nazýva faktorová topológia (topológie T ) a topologický priestor (X/( ,T() sa nazýva faktorový priestor (topologického priestoru (X, T) podľa ekvivalencie ().

9.5  Veta  a) Kanonická projekcia p: X ( X/( je spojité zobrazenie.

b) Zobrazenie f: X/( ( Y je spojité, ak je spojité zobrazenie f◦p: X ( Y.

c) Obrazom otvorenej množiny priestoru X v kanonickej projekcii p: X ( X/( je otvorená množina faktorového priestoru X/(. 

Dôkaz: a) Spojitosť kanonickej projekcie p vyplýva priamo z definície faktorovej topológie. b) Nech A(Y je otvorená množina. Pretože zobrazenie f◦p je spojité, je množina (f◦p)(1(A) otvorená v X. Z rovnosti (f◦p)(1(A) ( p(1(f(1(A)) a z definície faktorovej topológie vyplýva, že množina f(1(A) je otvorená vo faktorovom priestore X/(.

c) Nech A(X je otvorená množina. Zo zrejmej rovnosti f(1(f (A)) ( A a z definície faktorovej topológie vyplýva, že množina f(A) je otvorená.
(
9.6  Dôsledok Zobrazenie X/f ( Y indukované spojitým zobrazením f: X ( Y je spojité.
(
9.7 Definícia Na množine všetkých nenulových vektoroch z Rn(1 uvažujme ekvivalenciu

(9.2)

x ( y  ( y ( kx,  k(R.

Faktorový priestor (Rn(1 ( (0()/( sa nazýva n-rozmerný projektívny priestor. Označujeme ho RPn. Dvojrozmerný projektívny priestor RP2 sa nazýva projektívna rovina a jednorozmerný RP1 projektívna priamka.

Homogénnymi súradnicami bodu (x((RPn  je každý reprezentanta x(Rn(1 ( (0( bodu (x(.

9.8 Veta a) Ekvivalencia (9.2) zúžená na Sn má tvar x ( (x.

b) Vloženie i: Sn ( Rn(1 ( (0(, x ( x indukuje homeo​morfizmus (: Sn/( ( RPn. Inverzný homeomorfizmus ((1: (Rn(1 ( (0()/( ( Sn/( je indukované spojitým zobrazením 

f: (Rn(1 ( (0() ( Sn, x ( x/(x(.

Teda stotožnením dvojíc protiľahlých bodov n-rozmer​nej sféry získame n-rozmerný projektívny priestor.

c) Po stotožnení protiľahlých bodov na hranici Sn(1 n-rozmerenej gule Bn vznikne n-rozmerný projektívny priestor:



RPn ( Bn/(, kde x ( y, ak x,y(Sn(1 a y ( (x.

Dôkaz: a) Tvrdenie je zrejmé. 

b) V ďalšom sa odvolávame na úlohu 9.11.7. Vloženie i: Sn ( Rn(1 ( (0( je kompatibilné s uvažovanými ekvivalenciami na oboch priestoroch, preto indukuje spojité zobrazenie 
(: Sn/( ( (Rn(1 ( (0()/(, ktoré je zrejme bijektívne. Inverzné zobrazenie 
((1: (Rn(1 ( (0()/( ( Sn/( je indukované spojitým zobrazením f: (Rn(1 ( (0() ( Sn, x ( x/(x(, lebo zobrazenie i◦f je identita na Sn. Obe zobrazenia ( a ((1 sú podľa úlohy 9.11.7 spojité.

c) Guľa Bn je homeomorfná so „severnou“ polsférou  Sn( ( ((x1, ..., xn(1)(Sn( xn(1 ( 0( prostredníctvom zobrazenia
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Tento homeomorfizmus prenáša ekvivalenciu x ( (x zo sféry Sn do ekvivalencie x ( y na guli Bn, kde x,y(Sn(1 a y ( (x. Takto vzniká spojité zobrazenie Bn/( ( Sn/(. Toto zobrazenie je zrejme bijektívne. Inverzné zobrazenie je indukované premietaním 


(x1, ..., xn(1) ( (x1, ..., xn),

preto je tiež spojité. Máme teda homeomorfizmus Bn/( ( Sn/(, čiže Bn/( ( RPn.
(
9.9  Veta n-rozmerný projektívny priestor je n-rozmerná varieta.

Dôkaz prenechávame ako úlohu, pozri 9.11.11.
(
9.10 Príklady Lepenie protiľahlých strán štvorca I2 ( ((x, y)(R2( 0 ( x, y ( 1(.

a) Stranu x ( 0 zlepíme so stranou x ( 1 ekvivalenciou (0, y) ( (1, y). Vzniknutý faktorový priestor je homeomorfný s valcovou plochou  S1 ( (0,1(.

b) Stranu x ( 0 zlepíme so stranou x ( 1 ekvivalenciou (0, y) ( (1, y) a stranu y ( 0 zlepíme so stranou y ( 1 ekvivalenciou (x, 0) ( (x, 1). Vzniknutý faktorový priestor je homeomorfný s torusom  S1 ( S1.

c) Stranu x ( 0 zlepíme so stranou x ( 1 ekvivalenciou (0, y) ( (1, 1(y). Vzniknutý faktorový priestor sa nazýva (uzavretý) Möbiov list resp. (uzavretá) Möbiova páska. 

Analogickým spôsobom zo štvorca (0,1( ( (0,1) vznikne otvorený Möbiov list. Tento topologický priestor je dvojrozmernou varietou. Dá sa dokázať, že otvorený Möbiov list je homeomorfný s priestorom G1(E2) všetkých priamok euklidovskej roviny E2 (úloha 9.11.10). Otvorený Möbiov list sa dá realizovať ako plocha v E3.

d) Stranu x ( 0 zlepíme so stranou x ( 1 ekvivalenciou (0, y) ( (1, y) a stranu y ( 0 zlepíme so stranou y ( 1 ekvivalenciou (x, 0) ( (1(x, 1). Vzniknutý faktorový priestor sa nazýva Kleinova fľaša a označuje sa Kb (( Klein’s bottle). Tento topologický priestor je dvojrozmernou varietou. Kleinova fľaša sa nedá realizovať ako plocha v E3.

e) Stranu x ( 0 zlepíme so stranou x ( 1 ekvivalenciou (0, y) ( (1, 1(y) a stranu y ( 0 zlepíme so stranou y ( 1 ekvivalenciou (x, 0) ( (1(x, 1). Vzniknutý faktorový priestor je homeomorfný s projektívnou rovinou. Projektívna rovina je podľa vety 9.9 dvojrozmernou varietou. Nedá sa však realizovať ako plocha v E3.

9.11 Úlohy

1. S ktorým štandardným priestorom je homeomorfný faktorový priestor X/( vzhľadom na ekvivalenciu danú súmernosťou v R2 podľa prvej súradnicovej osi, ak

a) X ( ((x, y)(R2( x ( 0(,  b) X ( S1,  c) X ( B2.

2. S ktorým štandardným priestorom je homeomorfný faktorový priestor štvorca 
I2 ( ((x, y)(R2( 0 ( x, y ( 1(, 

a) v ktorom sa zlepia dvojice susedných strán ekvivalenciami (x, 0) ( (0, x) a (1, y) ( (y, 1)?

b() vzhľadom na ekvivalenciu danú predpisom (x, y) ( (x, 1(y)?

3. S ktorým známym priestorom je homeomorfný faktorový priestor priamky R podľa ekvivalencie x ( x(  (  x( ( x je celé číslo?

4. S ktorým známym priestorom je homeomorfný faktorový priestor roviny R2 podľa ekvivalencie (x, y) ( (x(, y()  (  x( ( x a y( ( y sú celé čísla?

5(. Presvedčite sa, že otvorený Möbiov list je dvojrozmerná varieta.

6(. Presvedčite sa, že Kleinova fľaša je dvojrozmerná varieta.

7. Ekvivalencie ( na X a ( na Y sa znášajú so zobrazením f: X ( Y, ak pre všetky x, x((X platí:  x ( y ( f(x) ( f(y). Hovoríme tiež, že zobrazenie f je kompatibilné s ekvivalenciami ( a (. V takomto prípade vzniká injektívne zobrazenie 

(f(: X/( ( Y/(, (x( ( (f(x)(.

Hovoríme, že toto zobrazenie je indukované zobrazením f.

Dokážte: a) Zobrazenie X/( ( Y/( indukované spojitým zobrazením X ( Y, ktoré sa znáša s ekviva​lenciami ( a (, je spojité.

b) Ak zobrazenie f: X ( Y je kompatibilné s ekvivalenciami ( na X a ( na Y a ak zobrazenie

g: Y ( Z je kompatibilné s ekvivalenciami ( na Y a ( na Z, tak zložené zobrazenie g◦f je kompatibilné s ekvivalenciami ( na X a ( na Z a (g ◦ f( ( (g( ◦ ( f(.

c) (idX( ( idX/(.
8. Presvedčite sa, že faktorový priestor z príkladu 9.10e je homeomorfný s projektívnou rovinou. (Návod: Využite vwetu 9.8b a úlohu 9.11.7.(
9. Presvedčite sa, že faktorový priestor (S1 ( ((1, 1)(/(, kde (x, t) ( ((x, (t), je homeomorfný s otvoreným Möbiovým listom.

10. Presvedčite sa, že projektívna rovina s vynechaným jedným bodom je homeomorfná s otvoreným Möbiovým listom. (Návod: Využite predchádzajúcu úlohu a uvážte model projektívnej roviny z vety 9.8 v ktorom sa vynechá bod s homogénnymi súradnicami (0,0,1).(
11. Dokážte vetu 9.9 Podrobnejšie, dokážte, že projektívny priestor RPn je

a) hausdorffovský,  b) n-rozmerná varieta.  (Návod: Využite vetu 9.8b(
12. Dokážte vetu 9.4.
10  Súvislosť

10.1  Definícia Topologický priestor je nesúvislý, ak ho možno vyjadriť ako zjednotenie dvoch neprázdnych disjunktných otvorených množín. Topologický priestor je súvislý, ak nie je nesúvislý. 

Neprázdna množina v topologickom priestore je súvislá alebo nesúvislá podľa toho, či je súvislým alebo nesúvislým podpriestorom. Prázdna množina je súvislá.

10.2 Príklady 1. Jednoprvková množina je súvislá.

2. Diskrétny priestor s aspoň dvomi prvkami je nesúvislý. Priestor s triviálnou topológiou je súvislý.

3. Zjednotenie intervalov (0,1) ( (2,3( je nesúvislá množina v R.

4. Množina všetkých racionálnych čísel Q ( R je nesúvislá, lebo napr. Q ( A(B, kde 

A ( {x(Q; x((2}  a  B ( {x(Q; x((2} .

Tieto množiny sú zrejme disjunktné, neprázdne a sú aj otvorené, lebo A ( Q((((, (2) a podobne pre množinu B.

10.3  Poznámka a definícia V rozklade 

(10.1)

X ( A(B,   A(B ( (,   ( ( A ( X,  ( ( B ( X
nesúvislého priestoru na dve disjunktné otvorené množiny sú obe množiny A a B nielen otvorené ale i uzavreté (lebo vtedy B ( X ( A a A ( X ( B). Otvorená a súčasne uzavretá množnina sa nazýva obojaká. Netriviválna obojaká množina je neprázdna a nerovná sa celému priestoru.

Obidve množiny A a B v rozklade (10.1) sú netriviálne obojaké.

10.4  Veta Priestor je nesúvislý práve vtedy, keď obsahuje netriviálnu obojakú množinu.

Dôkaz: Nutná podmienka vyplýva z odseku 10.3. Postačujúca je tiež zrejmá, lebo ak A(X je netriviálna obojaká množina, tak A((X(A) ( X je rozklad priestoru X na neprázdne disjunktné otvorené množiny.
(
10.5  Veta Číselná os R je súvislý priestor.

Dôkaz: Sporom. Nech A(R je netriviálna obojaká množina a nech a(A, b(A. Bez obmedzenia všeobecnosti môžeme prepokladať, že a(b. Označme A( ( A((((,b). Množina A( je neprázdna (lebo a(A) a zhora ohraničená (číslom b), preto existuje jej supremum, označme ho c. Množina A( je prienikom dvoch otvorených množín, preto je otvorená, a preto neobsahuje svoje suprémum, čiže c(A(.

Na druhej strane, A( ( A((((,b(, lebo b(A. Preto množina A( je prienikom uzavretých množín, teda je uzavretá, a preto obsahuje svoje suprémum, čiže c(A(, čo je spor.
(
10.6  Veta Spojitý obraz súvislej množiny je súvislá množina.

Dôkaz: Nech A(X je súvislá množina a f: X ( Y nech je spojité zobrazenie. Bez obmedzenia všeobecnosti môžeme predpokladať, že A ( X a že zobrazenie f je surjektívne 
. Ak priestor Y nie je súvislý, obsahuje netriviálnu obojakú množinu B. Jej vzor f (1(B) je obojaká množina v X, lebo zobrazenie f je spojité. Zo surjektívnosti zobrazenia f vyplýva, že množina f (1(B) nie je prázdna a nesplýva s X, preto je netriviálnou obojakou množinou v X, čo je spor so súvislosťou priestoru X ( A.
(
10.7  Dôsledok Faktorový priestor súvislého priestoru je súvislý priestor.
(
10.8  Príklady 1.Každý interval na číselnej osi je súvislá množina. Napríklad interval ((1,1( je spojitým obrazom číselnej osi pre funkciu y ( sinx. Ďalej úloha 10.13.1a.

Naopak, každá aspoň dvojprvková súvislá množina číselnej osi je interval (10.13.1b).

2. Ak a(J je vnútorný bod intervalu J, tak „prestrihnutý interval“ J ( (a( je nesúvislá množina. Je zjednotením dvoch disjunktných intervalov, a síce  J((((,a) a J((a,(().

3. Ak a(J je krajný bod intervalu J, tak množina J ( (a( je interval, teda súvislá množina.

4. Žiadne dva z intervalov (0,1(, (0,1), (0,1) nie sú navzájom homeomorfné. Vyplýva to z príkladov 2 a 3.

5. Kružnica S1 je spojitý obraz intervalu (0, 2(( v exponenciálnom zobrazení (príklad 6.8), preto je súvislá množina.

6. Pre každý bod a(S1 je „prestrihnutá kružnica“ S1 ( (a( homeomorfná s otvoreným intervalom, teda je súvislá množina.

7. Jednorozmerná sféra S1 nie je homeomorfná so žiadnym intervalom.

10.9  Veta Zjednotenie množiny súvislých množín, ktoré majú spoločný aspoň jeden bod, je súvislá množina.

Dôkaz: Nech  A ( 2X je množina súvislých podmnožín priestoru X a nech a(( A . Bez obmedzenia všeobecnosti môžeme predpokladať, že ( A ( X. Nech B(X je neprázdna obojaká množina obsahujúca bod a. Vtedy pre každé A( A je A(B neprázdna obojaká množina súvislého podpriestoru A(X, preto A(B ( A, čiže A(B. Preto ( A ( B, čiže X ( B. To znamená, že priestor X nemá netriviálne obojaké podmnožiny, teda je súvislý.
(
10.10  Príklady 1. Každá konvexná množina A v En  je súvislá, lebo je zjednotením úsečiek ax, x(A, kde a(A je ľubovoľne zvolený bod.

2. Disk Dn a guľa Bn sú súvislé množiny, lebo sú konvexné.

3. Sféra Sn je súvislá množina, lebo ju možno vyjadriť ako nedizjunktné zjednotenie „severnej“ a „južnej“ polgule, a tieto sú súvislé, lebo sú homoemorfné s guľou Bn.

10.11 Veta Súčin súvislých priestorov je súvislý.

Dôkaz: Nech X a Y sú súvislé priestory. Vyberme a(X a pre každé y(Y označme 


Xy ( (X((y() ( ((a((Y).

(Načrtnite si obrázok!) Pretože X((y( ( X, (a((Y ( Y a (a,y) ( (X((y() ( ((a((Y), množina Xy je na základe vety 10.9 súvislá. Každá množina Xy obsahuje neprázdnu podmnožinu X((y(, preto opäť podľa vety 10.9 je zjednotenie všetkých množín Xy, y(Y súvislá množina. Teraz si stačí uvedomiť, že ((Xy( y(Y( ( X(Y.
(
10.12 Príklady 1. Euklidovský priestor En ( Rn je súvislý.

2. Kocka In je súvislá množina.

3. Valcová plocha S1 ( R a torus S1 ( S1 sú súvislé priestory.

10.13 Úlohy

1. a) Pomocou vhodných spojitých funkcií vyjadrite intervaly ľubovoľných typov ako spojité obrazy číselnej osi.

b) Dokážte, že každá aspoň dvojprvková súvislá množina číselnej osi je interval.

2(. Skúmajte súvislosť množiny iracionálnych čísel.

3. Rozložte písmená A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z na skupiny navzájom homeomorfných podpriestorov roviny. 

4. Dokážte, že uzáver súvislej množiny je súvislá množina.

5. a) Je vnútro súvislej množiny súvislé?

b) Je množina so súvislým vnútrom súvislá?

6. Dokážte: 

a) Ak pre každé dva body a,b(X existuje také spojité zobrazenie c: (0,1( ( X, že c(0) ( a a c(1) ( b, tak priestor X je súvislý
.

b) Každá lomená čiara a1...ak v En je spojitým obrazom intervalu (0,1(, pričom 0 sa zobrazí na a1 a 1 na ak.

c) Otvorená množina euklidovského priestoru je súvislá práve vtedy, keď každé dva jej body sa dajú spojiť lomenou čiarou, ktorá leží v danej množine.

d) Krivka spájajúca vnútorný bod podmnožiny euklidovského priestoru s jej vonkajším bodom pretína hranicu podmnožiny. (Návod: Pozrite sa na úlohu 2.16.12.(
7(. Komponent priestoru resp. množiny je (z hľadiska inklúzie) maximálna 
 súvislá podmnožina daného priestoru resp. danej množiny.

Dokážte tvrdenia a) – d): 

a) Komponenty diskrétneho priestoru sú  jednoprvkové podmnožiny.

b) Každá súvislá množina leží v práve jednom komponente priestoru.

c) Komponenty tvoria rozklad topologického priestoru. 

d) Priestor je súvislý práve vtedy, keď má práve jeden komponent.

e) Nájdite komponenty množiny všetkých racionálnych čísel Q ( R.

8. Dokážte:

a) Množina všetkých priamok roviny nerovnobežných s danou priamkou je súvislá.

b) Priestor G1(E2) všetkých priamok roviny je súvislý. (Návod: G1(E2) ( Ux ( Uy .(
c) Množina všetkých priamok roviny neprechádzajúcich daným bodom je súvislá.

d() Množina všetkých priamok roviny, ktoré neprechádzajú ani jedným z daných dvoch navzájom rôznych bodov, má práve dva komponenty.

9. Dokážte, že nasledujúce priestory sú súvislé

a) projektívna rovina RP2,

b) Kleinova fľaša,

c) uzavretý aj otvorený Möbiov list,

d) projektívny priestor RPn.

10. Graf  zobrazenia f: X ( Y je podmnožina ((x, f(x))( x(X( súčinu X(Y. Dokážte: 

a) Graf spojitého zobrazenia je homeomorfný s definičným oborom zobrazenia.

b) Graf spojitého zobrazenia definovaného na súvislom priestore X je súvislá množina.

11(. Dokážte: Súvislá dvojbodka (úloha 1.11.4) je súvislý priestor.

11  Kompaktnosť

11.1  Definícia Pokrytie podmnožiny A(X je každá množina  A podmnožín množiny X, ktorých zjednotenie obsahuje množinu A, t.j. A ( (( A) 
. Podpokrytie množiny A je pod​množi​na pokrytia množiny A, ktoré je pokrytím množiny A. Otvorené pokrytie podmnožiny topolo​gického priestore je pokrytie, ktorého všetky prvky sú otvorené množiny daného priestoru. 

11.2  Definícia Množina v topologickom priestore je kompaktná, ak každé jej otvorené pokrytie má konečné podpokrytie. Topologický priestor je kompaktný, ak je svojou kompaktnou podmnožinou
.

11.3  Príklady 1. Každá konečná množina topologického priestoru je kompaktná, preto konečný topologický priestor je kompaktný.

2. Priestor s triviálnou topológiou je kompaktný.

3. Číselná os R nie je kompaktný priestor. Stačí uvážiť jej otvorené pokrytie skladajúce sa z intervalov ((n,n), n ( 1,2,... . 

Všeobecnejšie, žiadna neohraničená množina euklidovského priestoru Rn nie je kompaktná.

11.4  Veta Jednotkový uzavretý interval I ( (0,1( je kompaktná množina v R.

Dôkaz Nech  A je otvorené pokrytie intervalu I. Uvažujme o množine M všetkých čísel x(I, pre ktoré platí



interval (0,x( 
 možno pokryť konečným počtom množín z  A.

Máme dokázať, že M ( I.

Množina M je neprázdna (lebo 0(M) a zhora ohraničená (číslom 1), preto existuje jej supremum, ktoré označíme a. Zrejme a(I, preto existuje množina A( A, pre ktorú a(A, lebo  A je pokrytie intervalu I.

Pretože množina A je otvorená, z definície suprema vyplýva, že množina A obsahuje číslo b(M, pre ktoré (b,a((A. Pretože b(M, interval (0,b( možno pokryť konečným počtom množín A1,..., Ak( A, a pretože (0,a( ( (0,b(((b,a(, 

(11.1)

interval (0,a( možno pokryť množinami A1,..., Ak, A( A, 

čo znamená, že a(M. Teraz stačí dokázať, že a ( 1, lebo množina M s každým číslom x obsahuje interval (0,x(.

Nech a ( 1. Vtedy a ( 1 a otvorená množina A obsahuje také číslo c((a,1), že (a,c((A. Preto interval (0,c( možno pokryť konečným počtom množín A1,..., Ak, A( A, teda c(M, čo je v spore s nerovnosťou supM ( c.
(
11.5  Veta Spojitý obraz kompaktnej množiny je kompaktná množina.

Dôkaz Stačí sa obmedziť na prípad spojitého surjektívneho zobrazenia f: X ( Y, kde X je kompaktný priestor. Nech  A je otvorené pokrytie priestoru Y. Zo spojitosti zobrazenia f vy​plýva, že (f (1A( A( A( je otvorené pokrytie priestoru X. Z kompaktnosti priestoru X dostáva​me, že existuje konečná podmnožina  B( A, pre ktorú je (f (1A( A( B( pokrytím priestoru X. Zo surjektívnosti zobrazenia f teraz vyplýva, že  B je konečné podpokrytie pokrytia  A pries​toru Y.
(
11.6  Príklady 1. Každý uzavretý ohraničený interval (a,b( číselnej osi R je kompaktný, lebo je spojitým obrazom kompaktného intervalu (0,1(.

2. Jednotková kružnica S1 je kompaktná, lebo je obrazom intervalu (0,2(( v spojitom zobrazení t ( (cost¸ sint).
11.7  Veta Uzavretá množina kompaktného priestoru je kompaktná.

Dôkaz Nech A je uzavretá podmnožina kompaktného priestoru X a nech  A( 2X je jej otvorené pokrytie. Potom  A((X( je otvorené pokrytie priestoru X. Ten je kompaktný, preto pokrytie A((X( má konečné podpokrytie  B. Vtedy množina  B ((X( je konečným podpokrytím pokrytia  A množiny A.
(
11.8  Veta Kompaktná množina hausdorffovského priestoru je uzavretá.

Dôkaz sporom. Nech A je kompaktná neuzavretá podmnožina hausdorffovského priestoru X. Potom existuje bod a nepatriaci množine A ale patriaci uzáveru množiny A. Preto x ( a pre každý bod x(A. Pretože priestor X je hausdorffovský, existujú disjunktné okolia U(x) a Vx bodov x, a. Množiny U(x), x(A tvoria otvorené pokrytie množiny A. Tá je kompaktná, preto existujú také body x1, ..., xn ( A, že A ( U(x1) ( ... ( U(xn). Množina 
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je okolím bodu a. Toto okolie je disjunktné s každou z množín U(x1),... , U(xn), a teda aj s množinou A. To ale znamená, že bod A nepatrí uzáveru množiny A, čo je spor.
(
11.9 Príklad Uzavretý ohraničený interval nie je homeomorfný s neuzavretým intervalom.

11.10 Veta (Tichonov) Súčin kompaktných priestorov je kompaktný. 

Dôkaz je komplikovaný, preto ho vynecháme.
(
11.11 Príklady 1. Štvorec I2, kocka I3, všeobecne n-rozmerná kocka In sú kompaktné.

2. Torus S1(S1 je kompaktný.

11.12 Veta (Heine, Borel, Lebesgue) Podmnožina euklidovského priestoru je kompaktná práve vtedy, keď je uzavretá a ohraničená.

Dôkaz Nutná podmienka: Podľa príkladu 11.3.3 je kompaktná množina v Rn ohraničená a podľa vety 11.8 je uzavretá.

Postačujúca podmienka: Uzavretá a ohraničená množina A(Rn je uzavretou podmnožinou kocky ((K,K(n pre vhodné kladné číslo K. Z príkladu 11.6 a z vety 11.10 vyplýva, že kocka ((K,K(n je kompaktný priestor. Množina A je jeho uzavretý podpriestor, preto podľa vety 11.7 je množina A kompaktná.
(
11.13 Príklady n-rozmerná guľa Bn a n-rozmerná sféra Sn sú kompaktné priestory.
11.14 Veta Bijektívne spojité zobrazenie kompaktného priestoru do hausdorffovského je homeomorfizmus.

Dôkaz Nech f: X ( Y je zobrazenie vyhovujúce podmienkam vety. Treba dokázať, že k nemu inverzné zobrazenie je spojité. Pri bijektívnom zobrazení je vzor množiny v inverznom zobrazení obrazom tej množiny v pôvodnom zobrazení, preto stačí dokázať, že obraz f(A) ľubovoľnej uzavretej množiny A(X je uzavretá množina v Y. Podľa vety 11.7 je množina A kompakt​ná, preto podľa vety 11.5 je kompaktná aj množina f(A). Konečne, podľa vety 11.8 je množina f(A) uzavretá.
(
11.15 Dôsledky a) Faktorový priestor kompaktného priestoru je kompaktný.

b) Zobrazenie X/f ( Y indukované spojitým surjektívnym zobrazením f: X ( Y kompaktného priestoru X na hausdorffovský priestor Y je homeomorfizmus.
(
11.16 Príklady 1. Faktorový priestor (0,1(/(0,1( je kompaktný.

2. Exponenciálne zobrazenie (0, 2(( ( S1, t ( (cost, sint) indukuje homeomorfizmus

(0, 2((/(0, 2(( ( S1.

Preto pre každý netriviálny uzavretý a ohraničený interval J číselnej osi platí J/(J ( S1.

3. Bn/(Bn ( Bn/Sn(1 ( Sn.

11.17 Poznámka Veta 11.14 sa veľmi často využíva v podobe vety 7.6.

11.18 Príklad (Pokračovanie príkladu 6.10) Nech a ( b ( 0. Vloženie 

S1(S1 ( R3, (x1, x2( y1, y2) ( ((b ( ax1)y1, (b ( ax1)y2, ax2)

je homeomorfizmom torusu na istú rotačnú plochu.

11.19 Úlohy 

1. Zistite, či zobrazenie (0,2() ( S1, t ( (cost, sint) je homeomorfizmus. Je spojité? Je bijektívne?

2. Ktoré množiny diskrétneho priestoru sú kompaktné?

3(. Dokážte, že každá spojitá funkcia na kompaktnom priestore je ohraničená a nadobúda svoje infimum a supremum (má teda minimum a maximum). (Návod: Uvedomte si, že obrazom je kompaktná množina v R.(
4(. Dokážte, že kompaktná množina hausdorffovského priestoru a v nej neležiaci bod majú disjunktné okolia.

5. Dokážte, že podpriestor topologického priestoru je kompaktný práve vtedy, keď je kompaktnou podmnožinou nadpriestoru.

6. Dokážte, že v metrickom priestore je kompaktná množina uzavretá a ohraničená. 

Varovanie: Obrátená implikácia vo všeobecnosti neplatí!

7. Dokážte, že množina Z(a) všetkých priamok euklidovského priestoru E2, ktoré prechádzajú bodom a, je kompaktná množina priestoru G1(E2). (Návod: Stred sféry S1 umiestnite do bodu a a nájdite spojité surjektívne zobrazenie S1 ( Z(a).(
8. Dokážte, že nasledujúce priestory sú kompaktné:

a) projektívna rovina RP2,

b) Kleinova fľaša,

c) uzavretý Möbiov list,

d) projektívny priestor RPn.

9(.Dokážte, že v kompaktnom priestore má každá nerastúca (z hľadiska inklúzie) postupnosť neprázdnych uzavretých množín neprázdny prienik. (Návod: Množiny F1 ( F2 ( ... v X majú prázdny prienik práve vtedy, keď ich doplnky tvoria pokrytie množiny X.( 

10(. Bod a topologického priestoru X je hromadná hodnota postupnosti (xn) bodov z X, ak pre každé okolie U bodu a a pre každé prirodzené číslo n0 existuje n ( n0, pre ktoré xn(U. 

Dokážte: a) V metrickom priestore je bod hromadnou hodnotou postupnosti práve vtedy, keď je limitou nejakej podpostupnosti danej postupnosti.

c) V kompaktnom priestore má každá postupnosť bodov hromadnú hodnotu. (Návod: Všimni​te si množiny F1 ( F2 ( ..., kde Fk je uzáver množiny všetkých bodov xn, n( k.(
d) V kompaktnom metrickom priestore má každá postupnosť bodov konvergentnú podpostup​nosť.

11(. Nech X je ľubovoľná neprázdna množina. Dokážte:

a) Množina všetkých podmnožín množiny X, ktoré majú konečný doplnok, spolu s množinou X tvorí topológiu na X. Množina X s touto topológiou sa nazýva kofinitný priestor.

b) Konečný kofinitný priestor je diskrétny.

c) Podpriestor kofinitného priestoru je kofinitný.

d) Kofinitný priestor je kompaktný.

e) V nekonečnom kofinitnom priestore sa každé dve neprázdne otvorené podmnožiny pretínajú.

f) Nekonečný kofinitný priestor nie je hausdorffovský.

g) Nekonečný kofinitný priestor je súvislý.

12(. V Rn je daný bod a a množina A. Nech d0 ( d(a, A) ( 1 a B ( B(a, d0) ((A.  Dokážte:

a) d(a, A) ( d(a, B).

b) Existuje taký bod b((A, že d(a, A) ( d(a, b). (Návod: Funkcia d(a, x), x(B nadobúda svoju najmenšiu hodnotu v nejakom bode z kompaktnej množiny B.(
� Využili sme známu nerovnosť (x ( y( ( (x( ( (y(, ktorá platí pre všetky x, y ( R. 


� V elementárnej geometrii hovoríme o zväzku priamok, niekedy o zväzku priamok prvého druhu.


� V elementárnej geometrii hovoríme o osnove priamok, niekedy o zväzku priamok druhého druhu.


� Reláciu ( a odpovedajúcu ekvivalenciu (( chápeme ako podmnožiny v X(X. Zrejme ( ( ((.


�  Stačí položiť X( ( A, Y( ( f(A) a f(: X( ( Y(, x ( f(x).


� Spojité zobrazenie c: (0,1( ( X sa nazýva krivka, presnejšie parametrizovaná krivka v priestore X. Táto krivka spája bod c(0) s bodom c(1).


� Význam slova “maximálna” sa vysvetľuje v odseku 0.9.


� Pre A ( X sa v definícii pokrytia inklúzia A ( (( A) zrejme mení na rovnosť  X ( (( A).


� Pozri úlohu 11.19.5.


� Pre každé a(R pripúšťame aj tzv. triviálny uzavretý interval (a,a( ( (a(, preto 0(M.
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